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摘要
Barzilai–Borwein（BB）方法利用相邻两点的割线信息确定步长，不做精确线搜索，迭代也不

单调，这些都与最速下降法明显不同。本报告精读 Barzilai与 Borwein 1988年的论文 Two-point
step size gradient methods：先详细推导文中的二维离散递推，再把这篇论文放到最速下降法等
方法的谱分析、BB方法的收敛理论和有限记忆最速下降法（LMSD）的研究脉络中加以考察。
连续时间模型善于揭示加速机制和能量结构；谱梯度法的步长由历史梯度决定，对这类方法直
接分析离散迭代更合适，由此可以讨论全局收敛、历史矩阵降秩时的处理以及最坏收敛速度等
问题。结合我们的四篇预印本，本报告说明以下几点：BB方法和 LMSD都可以化为闭锥上一
个连续正齐次映射的迭代，由每条轨道都收敛，可以得到常数与初值无关的 R-线性收敛；把
LMSD一组迭代的乘子多项式写成若干固定多项式的凸组合，可以补全 Fletcher原证明中取极
限的一步；利用一个关于谱端点的不等式（下称端点不等式），结合 Poincaré回复定理和半一致
遍历定理，可以证明 BB方法的最坏渐近收敛因子恰为 (κ−1)/(κ+1)；由同一个不等式，还能
得到显式的单调 Lyapunov函数。最后介绍向 Hilbert空间的推广和非线性问题的局部结果，并
讨论按数值秩截断、权随迭代变化，以及如何构造可以实际计算的 Lyapunov函数等问题。

关键词：谱梯度法；BB方法；有限记忆最速下降法；离散动力系统；正齐次映射；最坏渐近收敛
因子；Lyapunov函数
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1 引言与记号
1.1 为什么选择 BB1988

本报告精读的论文 [5]是 Jonathan Barzilai与 JonathanM. Borwein的 Two-point step size gradient
methods，发表于 IMA Journal of Numerical Analysis，1988年，第 8卷第 1期，141–148页，DOI：
10.1093/imanum/8.1.141。选择它有两个原因。第一，它提出的步长只用相邻两点的信息，计算量
很小，却明显改变了梯度法的表现：方法很有效，每一步却不一定下降，其中的道理值得弄清楚。
第二，原文不只是提出步长、给出数值试验，还对二维问题推导出两个分量之比满足的精确递推。
用动力系统的观点研究优化算法，这篇短文是较早的一个具体例子。
报告围绕一个问题展开：步长由过去的梯度决定时，应当怎样选取状态变量，才能既解释非

单调的迭代过程，又能证明全局收敛、定量估计渐近收敛速度？我们会用到两种状态：不做归一
化的状态保留了梯度的大小，适合研究收敛和稳定性；归一化的状态把大小和各分量所占的比例
分开，适合研究长期的平均收缩速度。由第 7节的端点不等式出发，还能构造一个用原变量表示、
沿迭代单调下降的量。

报告中所说的“我们的结果”，出自作者与合作者的四篇论文 [34–37]，均按公开的预印本版
本引用。全文以 BB1988为出发点，讨论后续文献怎样回答它留下的问题，以及我们的工作补充
了什么。第 4.4小节的表 1列出了已有结论和我们的结果，图 1给出了证明路线，读者可以先看
这两处，再读第 5–8节的细节。

1.2 基本设定与收敛速度的几种描述
主要的研究对象是严格凸二次函数。记函数值误差为 F (x)，梯度为 g(x)：

F (x) := f(x)− f(x∗) =
1

2
(x− x∗)

TH(x− x∗), g(x) = H(x− x∗), H = HT ≻ 0. (1.1)

记H 的最小、最大特征值为m = λmin(H)、L = λmax(H)，条件数为 κ = L/m。一条迭代轨道实
际涉及的特征值中，最小和最大的两个另记为 a、b（确切定义见各节），以免与整个谱的端点混
淆。对 H 的每个不同的特征值 λ，记 Pλ为相应特征子空间上的正交投影。
步长统一记为 ηk，其倒数记为 τk = 1/ηk。从初始梯度 g0出发，第一步用任意正步长 η0（下

称首步步长）得到 g1 = (I − η0H)g0；此后 k ≥ 1时的 BB步长由 gk−1算出，却作用在 gk 上。若
迭代在有限步终止，此后的梯度都记为零。有限记忆最速下降法（LMSD）的记忆长度记为 p；它
的迭代分组进行，每组至多 p步（不终止时恰好 p步），组的序号记为 j，以区别于 BB方法的迭
代序号 k。本报告所说的 LMSD都是指这样的版本：上一组求出的全部 Ritz值，其倒数在下一组
中各作一次步长。
若误差序列满足 ∥ek+1∥ ≤ q ∥ek∥，q < 1，则称该序列 Q-线性收敛，这时误差每一步至多变

为原来的 q倍；若只有 ∥ek∥ ≤ Cρk，ρ < 1，则称该序列 R-线性收敛，后者允许误差在迭代中途
反弹。本报告还要用到渐近收敛因子

ρg(g0, η0) = lim sup
k→∞

(
∥gk∥
∥g0∥

)1/k

. (1.2)

一条轨道的渐近收敛因子不超过 c，与“存在对所有初值都适用的常数 C，使 ∥gk∥ ≤ Cck ∥g0∥”含
义不同。前者只保证对每个 γ > c，这条轨道有 γk型的上界；常数 C 能否对所有初值一致地选取，
以及 γ = c时这样的上界是否仍然成立，都需要另外证明。
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对二次问题，梯度范数与误差范数等价，函数值误差与梯度范数的平方也等价：

m ∥xk − x∗∥ ≤ ∥gk∥ ≤ L ∥xk − x∗∥ ,
1

2L
∥gk∥2 ≤ F (xk) ≤

1

2m
∥gk∥2 . (1.3)

因此误差和梯度有相同的渐近收敛因子，函数值误差 F (xk)的渐近收敛因子是它的平方。后文所
说的最坏收敛因子都是针对梯度范数的；图中若画的是梯度范数的平方等其他量，会明确注明。

2 连续模型与离散模型
用动力系统的方法研究优化算法，第一步是把迭代看成某个状态的演化。连续模型便于看清

阻尼、耗散和几何结构，离散模型则保留了相邻各步之间的依赖关系。两种模型都要回答两个问
题：所选的状态是否足以确定下一步；所选的能量函数能否控制我们关心的误差。对动量法，位
置和速度是自然的状态变量；对 BB方法和有限记忆谱梯度法，决定步长的历史梯度也应当放进
状态里。本报告采用离散的观点，是因为这类方法的步长本身就由这些历史信息决定。

2.1 连续极限能说明什么
Su、Boyd与 Candès研究了 Nesterov加速梯度法（NAG）的小步长极限 [31]。记该算法的固

定步长为 s，在 t = k
√
s的时间尺度下，凸光滑情形的极限方程是

Ẍ(t) +
3

t
Ẋ(t) +∇f(X(t)) = 0, (2.1)

初值为X(0) = x0、Ẋ(0) = 0。这里的 3/t不是随意加上的阻尼，而来自离散动量系数随迭代次数
的变化。记 x∗为最优解，则能量

E(t) = t2F (X(t)) + 2
∥∥∥X(t) + t

2Ẋ(t)− x∗

∥∥∥2 (2.2)

满足
Ė(t) = 2t

(
F (X(t))− ⟨X(t)− x∗,∇f(X(t))⟩

)
≤ 0,

最后一步只用到凸性。于是 F (X(t)) ≤ 2 ∥x0 − x∗∥2 /t2：加速的收敛速度由一个简洁的耗散关系
得到。这个推导告诉我们，函数值误差和动量变量应当怎样组合成能量。
但有限时间内的轨道逼近与长期的收敛速度是不同的问题。该文证明的是：在给定的初值下，

对每个固定的 T，当 s ↓ 0时，0 ≤ k ≤ T/
√
s范围内的离散迭代趋于连续解。这是有限时间区间

上的极限，不能直接用来推断 s固定、k → ∞时的渐近收敛因子；离散算法的加速收敛速度，仍
需在适当的步长条件下另行证明。连续方程也可以按特征分量逐个分析二次函数，但要先弄清具
体的极限过程丢掉了哪些信息。

低分辨率的极限方程会丢掉区分不同算法的信息。Shi、Du、Jordan与 Su提出的高分辨率微
分方程，就是针对这一点的改进 [29]。在强凸情形，NAG与文中用来比较的重球法有相同的低分
辨率极限方程；保留 √

s阶的项以后，NAG对应的方程是

Ẍ + 2
√
µẊ +

√
s∇2f(X)Ẋ + (1 +

√
µs)∇f(X) = 0, (2.3)

其中 µ > 0 是强凸常数。式中含 Hesse 矩阵的项来自相邻两次梯度之差，原算法并不需要计算
Hesse矩阵；这一项就是低分辨率模型丢掉的梯度校正项。作者随后重新构造离散能量，利用新增
的耗散项控制离散化误差，得到了相应的步长范围和加速的线性收敛速度。即使保留了 s，连续模
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型仍有截断误差，与原算法并不逐步对应。关于辛离散化的研究进一步说明，离散后能否保持加
速，取决于方程、离散格式和误差估计三者是否配合得当 [28]。

另外两点也容易混淆。连续时间中的 exp(−ct)，只有在时间与迭代次数的对应关系、步长的
限制和每一步的计算量都明确以后，才能换算成算法的复杂度；对时间做变量替换，可以改变连
续衰减的写法，却不会减少梯度的计算次数。对一般的系统，全局渐近稳定推不出指数稳定；要
从前者得到后者，还必须利用线性、齐次性、紧性等足以控制收缩所需时间的结构。

2.2 从连续能量回到离散算法
Wibisono、Wilson与 Jordan从 Bregman拉格朗日量出发，把多种加速模型纳入统一的变分框

架 [32]。典型的能量形如
E(t) = Dh(x∗, Z(t)) +A(t)F (X(t)),

其中 Dh为由距离生成函数 h确定的 Bregman散度，Z 是位置与速度的组合，A决定函数值误差
衰减的快慢。选取不同的距离生成函数和时间权函数，可以得到不同的连续时间加速模型。不过，
连续能量不增，并不保证直接用 Euler格式离散后仍然稳定。该文构造离散算法时引入了辅助序
列和相应的下降条件；有些辅助变量在小步长极限中合而为一，在离散证明中却提供了不可缺少
的耗散。

Wilson、Recht与 Jordan进一步把连续和离散的 Lyapunov分析对照起来 [33]。以其欧氏情形
的一类离散能量为例，差分估计中含有

Ek+1 − Ek ≤ (Ak+1 −Ak)
2

2
∥∇f(xk+1)∥2

+Ak+1

(
f(yk+1)− f(xk+1)

)
. (2.4)

若取 yk+1 = xk+1 −∇f(xk+1)/L，由光滑性可以得到一个负的梯度平方项；条件 (Ak+1 −Ak)
2 ≤

Ak+1/L保证它足以抵消第一项。可见离散分析要多做一步：用耗散项抵消差分带来的正误差项。
谱梯度法与时间积分之间也早有联系。Ascher等把滞后的最速下降法解释为梯度流的变步长

显式 Euler格式 [2]。如果目的是准确跟踪瞬态，就必须顾及时间积分的误差；如果目的是尽快到
达稳态，就可以采用别的步长策略。步长随迭代变化时，有时会超过常步长 Euler格式的稳定性界
限，算法却仍然收敛。每个特征分量在第 k步的乘子是 1− ηkλ。本报告关心的是这些乘子长期累
积的效果。为此，我们在状态中直接保留历史的 Rayleigh商、一组迭代的乘子多项式，以及梯度
在哪些特征子空间上有非零分量，而不先取小步长极限。

3 BB1988原文精读
这篇论文 [5]只有八页，既提出了两种步长，又对二维二次问题推导并分析了一个离散递推。

后面介绍的研究，大体围绕它留下的三个问题展开：步长滞后为什么有效，非单调的迭代为什么
收敛，以及一般维数下最坏能有多慢。

3.1 两点割线条件与 BB步长
令 sk−1 = xk − xk−1，yk−1 = gk − gk−1。拟牛顿法用矩阵来满足割线条件，BB方法则只用

数量矩阵，在最小二乘意义下近似满足它。若用 τI 近似 Hesse矩阵，则

τk = argmin
τ∈R

∥τsk−1 − yk−1∥2 =
sTk−1yk−1

sTk−1sk−1
, ηBB1k = τ−1

k .
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若直接用 ηI 近似 Hesse矩阵的逆，则

ηBB2k = argmin
η∈R

∥sk−1 − ηyk−1∥2 =
sTk−1yk−1

yTk−1yk−1
.

原文先给出的是今天所说的 BB2，然后才是 BB1，不能按原文公式的顺序来对应今天的名称。在
一维情形，两种步长相同，BB方法就是割线法。它们只保存两点之差，却把曲率信息带进了步长，
说明改进梯度法不一定要存储一个大矩阵。对一般的非线性函数，sTk−1yk−1不一定为正，原论文
也没有证明不加保护措施的 BB方法对一般函数全局收敛。
两种拟合用的误差度量不同，不能只看成同一个公式的代数变形。对严格凸二次函数，由

Cauchy–Schwarz不等式得 ηBB2k ≤ ηBB1k ，所以 BB2和 BB1也常分别称为短 BB步长和长 BB步长。
这个大小关系只是在相同的历史信息下比较两个候选值，并不表示短步长在每个问题上都更稳定
或更快。长期表现取决于所选步长怎样改变下一步各分量所占的比例，以及这一变化又怎样影响
以后的步长。
对严格凸二次函数，记 Hesse矩阵为H，则 yk−1 = Hsk−1。利用 sk−1 = −ηk−1gk−1，两个步

长化为
ηBB1k =

∥gk−1∥2

gTk−1Hgk−1
, ηBB2k =

gTk−1Hgk−1

gTk−1H
2gk−1

, k ≥ 1. (3.1)

这里第一步用正步长 η0 由 g0 得到 g1，从第二步起才使用 BB公式。精确线搜索的最速下降法用
当前的 gk 计算步长，BB1则把同一个公式推迟了一步。此后的 BB步长总在 [1/L, 1/m]中，但 κ

较大时，在某些特征值 λ上，乘子的绝对值 |1− ηkλ|仍可能大于 1。因此步长有界不等于每步下
降；收敛只能来自连续若干步乘子之间的相互制约，这种制约是由步长对历史梯度的依赖造成的。

3.2 二维情形：比值的递推与范数的衰减
二维情形可以完全算清楚。设H = diag(a, b)，0 < a < b，gk = (uk, vk)

T，暂设各分量都不为
零，并令

ζk =
u2k
v2k
.

将式 (3.1)代入 gk+1 = (I − ηkH)gk，对 BB1有
uk+1

uk
=

(b− a)v2k−1

au2k−1 + bv2k−1

,
vk+1

vk
= −

(b− a)u2k−1

au2k−1 + bv2k−1

.

两式相除再平方，复杂的分母消去，得到

ζk+1 =
ζk
ζ2k−1

(BB1), ζk+1 =

(
b

a

)2 ζk
ζ2k−1

(BB2). (3.2)

对 BB1取 zk = log ζk，对 BB2取 zk = log ζk − log(b/a)，两者都化为

zk+1 = zk − 2zk−1, r± =
1± i

√
7

2
, |r±| =

√
2. (3.3)

原论文的离散分析就是围绕这个线性递推展开的。只要 zk 不恒为零，它的振幅就越来越大，两个
分量轮流占优；两分量之比剧烈变化的同时，梯度的范数可以迅速减小。√

2是递推特征根的模，
也是超线性收敛阶的来源，它不是梯度范数的放大因子。

原文重点分析 BB2，利用振荡的递推和数论估计证明了 R-超线性收敛；作者特别说明，这个分
析要求第一步取最速下降步长。Dai在 2013年对 BB1给出了更直接的梯度范数分析 [8]：除下文所
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说的平衡轨道外，两个分量都不为零时 BB1是√
2阶 R-超线性收敛的，有 ∥gk∥ ≤ C exp(−c(

√
2)k)

型的上界；而且在每连续三步中，至少有一步的比值 ∥gk+1∥ / ∥gk∥渐近地趋于零（这并不是说所
有相邻比值都趋于零）。若某个分量为零，迭代会在有限步内终止，要单独讨论，不能再用对数坐
标。这是后人对原文的完善；两篇论文研究的算法和证明条件不尽相同，不宜简单合并成一个结
论。

还有一类“平衡”轨道需要单独讨论。若对 BB1有 ζ0 = ζ1 = 1，或对 BB2有 ζ0 = ζ1 = b/a，
则式 (3.3)的解恒为零。首步步长取 η0 = 2/(a+ b)时，这样的迭代满足

∥gk∥ = c ka,b ∥g0∥ , ca,b =
b− a

b+ a
. (3.4)

原论文已经明确给出这类只有线性收敛的轨道（文中注明是袁亚湘向两位作者指出的），并指出它
们在数值上不稳定。不稳定是指附近的轨道会逐渐远离这类轨道，并不是说这条精确的轨道不存
在。二维的典型轨道超线性收敛，最坏的轨道却只有线性收敛，二者完全可以同时成立；研究最
坏的渐近收敛因子时，不能因为这类轨道难以在浮点计算中长时间观察到，就把它们排除在外。

读这些结论时，还要分清三个概念：一步的比值 ∥gk+1∥ / ∥gk∥可以大于 1；R-线性收敛要求
有几何的上界；渐近收敛因子只刻画长时间的平均收缩。渐近收敛因子小于 1，并不意味着单步
比值有极限，更不意味着每一步的比值都小于 1。函数值误差是梯度的二次型，所以对函数值误差
而言，几何上界中的因子要平方。后文比较不同论文的结果时，会注明所用的范数和迭代次数的
计法（按步还是按组）。

3.3 原文留下的问题
原论文的数值例子表明，同样沿负梯度方向，只改变步长规则就能明显减少迭代次数，函数

值或梯度范数也可能出现反弹。这说明精确线搜索每一步最优，未必长期最优；但仅凭少数算例，
不能说 BB方法普遍优于共轭梯度法。原文的实质贡献是提出两点步长，并给出了一段可以逐步
验证的二维分析。一般维数下的全局收敛、一致的 R-线性收敛和最坏的渐近收敛因子，都要由后
来的工作解决。
从式 (3.2) 还可以看到，BB 方法的状态至少要包含相邻两步的信息：只给定 gk 时，不同的

gk−1会给出不同的 ηk和下一个梯度。二维时，取对数就把这种依赖关系化成了线性递推；高维时
一般没有这样简单的显式递推。后面的分析沿用这一做法，即把相邻两步都放进状态。

4 谱梯度法的研究脉络
4.1 步长只依赖当前梯度的方法

用动力系统的观点研究梯度法，早在 BB方法之前就开始了。Akaike在 1959年把精确线搜索
的最速下降法化为概率分布的迭代 [1]。设 Pi是H 的第 i个不同特征值对应的特征子空间上的正
交投影，令 wi = ∥Pig∥2 / ∥g∥2、λ̄ =

∑
i λiwi，则各分量比例的更新为

(Tw)i =
(λi − λ̄)2wi∑
ℓ(λℓ − λ̄)2wℓ

. (4.1)

这个分布的方差在迭代中不减，增量可以写成矩的 Gram行列式。利用单调性、紧性和等号成立
的条件，可以说明极限分布只集中在两个特征值上；再比较乘子的大小，可知这两个特征值就是
梯度的非零分量所对应的最小和最大特征值。奇数步和偶数步的极限一般是集中在这两个端点上
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的两点分布，而不是分别集中在一个端点上。这一分析的思路今天仍然常用：在归一化的状态上
找单调量，确定等号成立的集合，再控制其余分量所占的比例。

Forsythe在 1968年研究由当前梯度生成的 s维最优梯度法，把正交多项式、归一化映射和极
限集的结构联系起来 [15]；这种方法可以用每次从当前点重新开始的 s步共轭梯度法实现。对一
般的 s，论文证明了偶数步子序列的极限集是连通的，并具有两步不变性，但这一结论不能概括
为“对任意的 s都收敛到唯一的二周期轨道”。Pronzato、Wynn与 Zhigljavsky把这类只用当前梯
度、权固定不变的方法推广到一般的有限维空间和 Hilbert空间，用矩的单调性证明了极限分布集
中在端点等性质 [24]。该文正式发表于 2006年，常见的 2005年是在线发表的时间。
这些结果提供了谱测度和正交多项式的工具，但不能直接用于 BB方法。区别在式 (4.1)中一

看便知：把当前分布的均值换成上一步分布的均值后，下一个状态还依赖于前一个状态，原来关
于单调量的证明也就不再适用。Pronzato等在原文中也明确指出了 BB方法与他们所研究方法的
区别。Fletcher在 2005年的综述中已经写出了 BB方法相邻两步分量比例的更新公式，并把解释
其长期行为和多步平均收敛速度列为待解决的问题 [13]。因此，我们的工作是对这个已有问题的
推进，并非首次把 BB方法看成动力系统。
遍历方法也有直接的先例。Pronzato与 Zhigljavsky研究了渐近分布给定的步长倒数序列，用

乘子绝对值的对数平均来计算长期的收缩速度 [23]。在那里，步长是由一个统计性质已知的动力
系统给出的；BB方法的步长则由前一个梯度决定，必须先研究 BB方法自身状态空间上的不变测
度和奇异集。两者都利用“乘积取对数变成平均”这一结构，需要验证的条件却不同。

4.2 BB方法的收敛理论
Raydan在 1993年证明了有限维严格凸二次函数上 BB方法的全局收敛 [25]。证明按特征值

从小到大归纳：较小特征值上的分量先趋于零；若下一个分量始终保持一定大小，它会使随后的
步长倒数变大，从而让自己进入收缩的范围。再说明分量离开小邻域时的反弹幅度有界，就能由
子列的性质得到整个序列的收敛。这个机制说明了为什么不必要求每一步都下降。

Dai与 Liao在 2002年把这种归纳推进到固定步数内的收缩，得到了 R-线性收敛 [10]。可见，
在有限步内一致收缩这一思路并非我们首创；我们采用闭锥和齐次映射，是为了用统一的结构得
到这种收缩，并处理算法的边界情形。Friedlander等的带滞后的梯度法、Dai的交替步长梯度法以
及相应的统一分析框架说明，有界滞后和重复使用步长的规则也能严格分析 [7, 16]。但滞后的上
界、候选步长的选取和保护条件都是定理条件的一部分，叙述结论时不能略去这些条件，笼统地
说任意谱步长都收敛。

更精确的定量估计来自 Li与 Sun对 BB1的分析 [19]。在首步步长也按 BB公式由 g0 计算的
条件下，梯度的各分量有 θk 型的上界，θ = 1 − 1/κ。而他们给出的平衡轨道，渐近收敛因子是
c = (κ − 1)/(κ + 1) < θ。两者对条件数的依赖是同阶的，但精确常数仍有差距。Li与 Huang的
Property B涵盖了带固定正权的步长和多种有限滞后的步长规则，并给出了各分量相应的 R-线性
上界 [21]。这篇文章研究的是满足 Property B的一类非单调梯度法；它涵盖的方法比全程使用同
一种 BB步长的方法多，所以 BB方法的精确结论不能自动推广到整个 Property B类。
二维的超线性收敛要和高维的现象分开看。Dai与 Fletcher用简化的递推解释了超线性与线性

行为之间的转换，但对简化模型的结论，不能当作高维 BB方法普遍超线性收敛的定理 [9]。对循
环 BB方法，已有三维的周期例子 [11]；Li、Jiang与 Hong最近的预印本则针对 BB方法本身，对
每个 n ≥ 4给出了二次问题数据的一个开集，在这些数据下迭代有吸引的周期轨道（周期为 7），
渐近收敛因子严格为正 [20]。这是存在性的结果，并不是对所有 Hesse矩阵和几乎所有初值的分
类。因此，对所有轨道一致成立的最坏速度、特定的吸引周期和典型初值下的表现，需要分开讨
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论。
在 Hilbert空间中也已有系统的研究。Azmi与 Kunisch对由有界、自伴、一致正定算子定义的

二次问题，建立了 BB方法的 R-线性收敛理论，并在后续工作中研究了非线性问题的局部收敛和
网格无关性 [3, 4]。无限维的单位球不是紧的，连续谱的端点也不一定对应特征向量，所以证明不
能照搬有限维中依赖紧性的论证。对一般的非线性问题，要保证全局收敛通常需要修改算法，例
如 Raydan把 BB方法与非单调线搜索结合，证明了全局收敛性 [26]。

4.3 有限记忆最速下降法（LMSD）
Fletcher的有限记忆最速下降法（LMSD）把前一个梯度的 Rayleigh商推广为历史子空间上的

多个 Ritz值 [14]。记忆长度和组的序号仍记为 p和 j。在满秩的情形，上一组的第一个梯度 u（每
组的第一个梯度下称组首梯度）生成 Krylov子空间 Kp(H,u)，由此求出 Ritz值 θj,1, . . . , θj,p；记
下一组的组首梯度为 v，下一组把这些 Ritz值的倒数各用一次，组末的梯度为

v+ =

p∏
ℓ=1

(
I − H

θj,ℓ

)
v. (4.2)

同一个多项式若作用在生成它的 u上，就与共轭梯度法的 Galerkin残差联系起来；LMSD却把它
作用在下一组的组首梯度 v 上，二者并不是同一个算法。Ritz值、正交多项式、矩与 Gauss求积
之间的联系是熟知的 [17, 22]。需要新论证的是：多项式由 u决定却作用在 v上，两者之间应满足
什么关系；历史子空间降秩时，映射又应当怎样定义。

几个名称相近的方法，用到的信息并不相同，相应的定理也就不能直接比较。下表列出了它
们的区别。

方法 步长如何产生和使用 分析时不能忽略的特点
BB1/BB2 由前一个梯度得到一个 Rayleigh商型的

步长
步长滞后一步

循环 BB 一个 BB步长连续使用若干步 周期长度及周期内的反弹
LMSD 由上一组梯度求出多个 Ritz值，其倒数

在下一组中各用一次
一组迭代的乘子多项式与历史矩阵的秩

Gu–Du的修正
LMSD

每步重新计算候选值，从中选一个满足
安全下界的值

选取规则与安全下界

实用的 LMSD变体 可能筛选或截断 Ritz值、改用其他步长，
或提前丢弃旧梯度

子空间和每组的步数可能改变

Fletcher原文附录中的全局收敛论证，在归一化的组首梯度趋于一个使 Krylov子空间降秩的
极限时，直接引用了 Ritz值的连续性，而此时相应的 Krylov子空间未必收敛到极限向量生成的子
空间 [14]。阶数固定时，对称矩阵的特征值连续依赖于矩阵，这一点没有问题；困难在于 un → u

并不能保证 Kp(H,un)趋于维数较低的 Kp(H,u)。所以，不能只根据极限向量含有哪些分量，就
给取极限之前的所有 Ritz值一个共同的下界。后文补全的是这一步证明，并没有给出 LMSD发散
的反例。

Curtis与 Guo已经在附加条件下证明了记忆长度固定的 LMSD是 R-线性收敛的 [6]。除了每
个历史矩阵都列满秩外，他们还假设存在一个与迭代无关的常数 C，使 QR分解中的 Rj 满足∥∥∥R−1

j

∥∥∥ ≤ C

∥gj,0∥
.
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这个条件控制的是归一化以后的历史矩阵离退化有多远，比要求每组的历史矩阵都满秩更强。作
者讨论了实际计算中删去旧列、缩短一组长度的做法，但没有据此证明所有变长版本的 R-线性收
敛。Gu与 Du每步只选一个候选值，并给步长倒数加上安全的下界，证明了这种修改后的方法是
R-线性收敛的 [18]；它不需要关于历史矩阵的这类条件，但这并不是对原来的 LMSD无条件地证
明了 R-线性收敛。

满秩条件还与有限步终止有关。若组首梯度恰好在 s个不同特征值的特征子空间上有非零分
量，则 Krylov子空间的维数为 min(p, s)；当 s ≤ p时，它已经包含了这些分量的方向，下一组用
完全部 Ritz值的倒数后，这些分量就全被消去。特别地，s = p时历史矩阵仍可以列满秩，而迭代
会在下一组内终止；所以不能由满秩推出 s严格大于 p。另一方面，即使不终止的迭代每一组都满
秩，归一化以后仍可能越来越接近降秩。这说明“每组都满秩”代替不了 Curtis与 Guo所要求的
那种一致的定量条件。

Ferrandi与 Hochstenbach在 2025年的工作中进一步研究了有限记忆方法的计算实现，并对其
结构作了解释 [12]。他们比较了 Cholesky、列主元 QR和 SVD三种低维表示，研究了由普通 Ritz
值和调和 Ritz值得到的步长，并用低维的最小二乘割线关系解释它们的来源；对非线性问题，还
讨论了割线数据的对称化、带对称约束的拟合以及带保护的实现。按数值阈值截断，得到的可能
不是 Krylov子空间；对称拟合也不能自动保证正定。本报告按精确秩处理历史矩阵，所得的理论
并不涵盖按任意阈值做 SVD截断、提前丢弃旧梯度，以及非线性问题中带线搜索的实现。

袁亚湘最近从子空间逼近的角度，构造了基于二维和三维子空间的步长 [40]。其中基于位移
子空间的步长，理论上与 p = 2, 3时的 LMSD等价；二维情形在相邻两次位移几乎共线时改用 BB
步长，该文的收敛证明依赖于这一切换。历史梯度接近线性相关，是有限记忆方法分析的难点：该
文用切换步长来处理，第 6节则对不做切换、按精确秩计算的 LMSD直接证明收敛。

Zou与Magoulès的综述把滞后、交替、循环和有限记忆等方法放在统一的谱分析框架下讨论
[39]，其中 LMSD的推广还包括把每个候选值重复使用多次的策略 [38]。本报告研究的有限记忆
方法，则限定为每个 Ritz值的倒数在下一组中各用一次。范围明确以后，问题就归结为以下三点：
历史矩阵降秩时，一组迭代对应的映射是否仍然连续；在状态锥（第 5节）上，每条轨道都收敛
能否加强为一致的几何收敛估计；BB方法乘子的对数沿轨道的长期平均，能否给出最坏渐近收敛
因子的精确值。后文的主要结果分别回答这三个问题。

4.4 已有结论与我们的结果
表 1把前面提到的主要收敛结论列在一起，横线以下是我们的结果。对 BB方法，全局收敛

和 R-线性收敛早已建立，缺少的是最坏渐近收敛因子的精确值：已知的上界 1− 1/κ与平衡轨道
的 (κ − 1)/(κ + 1)之间还有差距。κ较大时后者约为 1 − 2/κ，按它估计，达到同样精度所需的
步数大约只有按前者估计的一半。对 LMSD，Fletcher的全局收敛证明在历史矩阵趋于降秩时，取
极限的一步缺少依据；Curtis与 Guo的 R-线性收敛结果则要附加归一化历史矩阵一致非退化的条
件，而这个条件无法事先验证。
图 1 给出了这两项结果的证明路线。图中上面一行处理 R-线性收敛：先把一组迭代的乘子

多项式写成若干固定多项式的凸组合，由此证明 LMSD从任意初值出发都收敛；再把 BB方法和
LMSD都化为闭锥上连续正齐次映射的迭代，利用紧性把“每条轨道都趋于零”加强为常数与初值
无关的几何收敛。下面一行处理 BB方法的最坏收敛因子：借助端点不等式，把 log(∥gk+1∥ / ∥gk∥)
精确地分解开，再用 Poincaré回复定理和半一致遍历定理，把关于不变测度的结论推广到每一条
轨道；把同一个分解式改写回未归一化的变量，就得到单调的 Lyapunov函数。
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表 1 严格凸二次函数上 BB方法与 LMSD的主要收敛结论。横线以下为我们的结果。

文献 方法 结论
Barzilai–Borwein 1988 [5] BB（二维） 第一步取最速下降步长时，BB2是 R-超线性收敛的；

另有收敛因子为 (κ− 1)/(κ+ 1)的平衡轨道
Raydan 1993 [25] BB 任意维数全局收敛
Dai–Liao 2002 [10] BB R-线性
Li–Sun 2021 [19]；
Li–Huang 2025 [21]

BB；一类非单调梯度法 R-线性，因子 1− 1/κ

Fletcher 2012 [14] LMSD 全局收敛；证明中取极限的一步缺少依据
Curtis–Guo 2018 [6] LMSD R-线性，需假设归一化的历史矩阵一致非退化
袁亚湘 2026 [40] 二维、三维子空间步长 全局收敛；R-线性
我们 [34, 35] LMSD（含加权情形） R-线性，无需上述假设，常数与初值无关；补全

Fletcher的全局收敛证明
我们 [36, 37] BB1，BB2 最坏渐近收敛因子恰为 (κ− 1)/(κ+ 1)；给出显式

的单调 Lyapunov函数

R-线性
第 5、
6 节

乘子多项式写成
行列式之比，再用
Cauchy–Binet 公式
展开为凸组合

按特征值归纳：
LMSD 从任意初值
出发都收敛（补全
Fletcher 的证明）

BB 与 LMSD
都化为闭锥上的
连续正齐次映射

R-线性收敛：
常数与初值无关；
固定的权只改变

常数

紧性

单个 Ritz值难以控制（第 6.2小节） BB（p = 1）：Raydan的全局收敛

最坏因子
第 7、
8 节

以相邻两步的分量
比例为状态：
log ∥gk∥ 化为
log r 之和

端点不等式
给出的分解：

log r = log c − D

+h◦T −h，D ≥ 0

Poincaré 回复定理
与半一致遍历定理
（可处理奇异集）：
推广到每一条轨道

最坏渐近收敛
因子恰为

(κ − 1)/(κ + 1)

单调的 Lyapunov 函数
V (xk+1) ≤ c2V (xk)

去掉归一化
平衡轨道达到该因子（BB1988）

图 1 我们两项主要结果的证明路线。粗框为结论，虚线箭头表示用到的已有结果或例子。设
a < b 分别是 g0 的非零分量所对应的最小和最大特征值，图中的 c = (b− a)/(b+ a)，它不超过
(κ− 1)/(κ+ 1)。
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5 闭锥上的齐次映射与 R-线性收敛
BB方法是非单调的，只比较相邻两步的梯度范数，往往看不出迭代为什么收敛。另一种做法

是把决定下一步所需的信息都放进状态：先证明从每个初始状态出发的轨道都趋于零，再利用映
射的结构，把“每条轨道都趋于零”加强为对初值一致的几何收敛估计。我们的工作 [34]采用的
就是这一思路。其中用到的稳定性定理是已有的；我们的贡献是构造合适的状态空间：它要如实
反映算法的迭代规则，要包含有限步终止的情形，并且其中每个状态都是算法从某个初值出发实
际会经过的状态。

5.1 从轨道收敛到一致的几何收敛
设 X 为有限维赋范空间。若非空闭集 Ω ⊂ X 满足 0 ∈ Ω，且对每个 t ≥ 0有 tΩ ⊂ Ω，就称

Ω为闭锥；这里不要求 Ω是凸的。设映射 T : Ω → Ω连续，并且是一次正齐次的，即

T (tz) = tT (z), z ∈ Ω, t ≥ 0.

由齐次性，只需考虑范数为 1的初值；有限维和闭性又保证这些初值构成紧集。两者结合起来，才
能给不同方向上收缩所需的步数一个共同的上界。
定理 5.1（闭锥上齐次映射的稳定性） 设 Ω是有限维赋范空间中的闭锥，T : Ω → Ω连续且一次
正齐次，则下列三个条件等价：
(i) 对每个 z ∈ Ω，T kz → 0；
(ii) 存在与 z无关的常数 C ≥ 1及 ρ ∈ (0, 1)，使得∥∥∥T kz

∥∥∥ ≤ Cρk ∥z∥ , z ∈ Ω, k ≥ 0; (5.1)

(iii) 存在 N ≥ 1及 θ ∈ (0, 1)，使得 ∥∥TNz
∥∥ ≤ θ ∥z∥ , z ∈ Ω. (5.2)

定理 5.1是 Shen与 Hu的稳定性结果 [27,定理 5.1]在单个映射、一次齐次情形下的特例。下
面给出一个基于有限子覆盖的证明，第 8节处理端点分量为零的情形时，还会用到同样的思路。

证明 当 Ω = {0}时结论显然。否则单位截面 Σ = {z ∈ Ω : ∥z∥ = 1}非空且紧。先证 (i)⇒(ii)。
对每个 y ∈ Σ，由 T ky → 0知，存在 ny ≥ 1，使得 ∥Tnyy∥ < 1/2。由连续性，存在 y在 Σ中的相
对邻域 Uy，使得对任意 w ∈ Uy 都有 ∥Tnyw∥ ≤ 1/2。由 Σ的紧性，可取有限子覆盖 Uy1 , . . . , Uys。
令

N0 = max
i
nyi , A = max

0≤r≤N0

max
y∈Σ

∥T ry∥ <∞.

于是对每个 y ∈ Σ，存在不超过 N0的步数 n，使 ∥Tny∥ ≤ 1/2；但 n可能随 y而变，所以还不能
断言 ∥∥TN0y

∥∥ ≤ 1/2。
固定非零的 z，令 z0 = z，t0 = 0。只要 zq ̸= 0，就对单位向量 zq/ ∥zq∥取相应的步数 mq ∈

{1, . . . , N0}，并令
tq+1 = tq +mq, zq+1 = Tmqzq.

由齐次性，∥zq+1∥ ≤ ∥zq∥ /2，故 ∥zq∥ ≤ 2−q ∥z∥。若某个 zq = 0，则此后各项均为零。否则 tq → ∞；
对任意 k，取 q使 tq ≤ k < tq+1，则∥∥∥T kz

∥∥∥ ≤ A ∥zq∥ ≤ A2−q ∥z∥ .
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又因 k < tq+1 ≤ (q + 1)N0，有 q > k/N0 − 1，从而∥∥∥T kz
∥∥∥ ≤ 2A

(
2−1/N0

)k ∥z∥ . (5.3)

这里的常数与初值无关，且 A ≥ 1，故上式对 k = 0 和有限步终止的情形也成立。这就证明了
(i)⇒(ii)。

(ii)⇒(iii)：只需取 N 使 CρN < 1。
(iii)⇒(ii)：令

AN = max
0≤r<N

max
y∈Σ

∥T ry∥ .

对 k = qN + r，0 ≤ r < N，有∥∥∥T kz
∥∥∥ ≤ ANθ

q ∥z∥ ≤ AN

θ

(
θ1/N

)k ∥z∥ .
(ii)⇒(i)是显然的。于是三个条件等价。

这里所说的“一致”有两层意思。第一，常数 C 和 ρ对锥中所有初值都适用，这比每条轨道
各有自己的常数要强；第二，步数N 也与初值无关，但不要求N = 1。对 BB这样的非单调方法，
允许在 N 步之内有增长，正好避开了“每一步都按固定比例下降”（即 Q-线性收敛）这一过强的
要求。还要注意，这里的范数是状态的范数（对 BB方法，状态由相邻两个梯度组成），而不是单
个梯度的范数。
为了区分“存在一致的收敛因子”和“确定最优的一致收敛因子”这两个问题，对非平凡的

锥引入增长率：令
Mk = max

z∈Σ

∥∥∥T kz
∥∥∥ , M0 = 1.

由齐次性，Mk+ℓ ≤MkMℓ，从而

r(T ) = lim
k→∞

M
1/k
k = inf

k≥1
M

1/k
k = inf{γ > 0 : 存在 Cγ，使对一切 k有Mk ≤ Cγγ

k}.

事实上，对任意 γ > r(T )，当 k 充分大时已有Mk ≤ γk，前面有限多步可以并入 Cγ；反过来的
不等式开 k次方即得。定理保证 r(T ) < 1，但没有给出它的值，也不保证在 γ = r(T )时还有一致
的常数。确定最优的一致因子属于第 7节的最坏收敛因子问题；本节只证明它小于 1。

证明并不要求范数每一步都下降。不同方向达到收缩所需的步数可以不同，中间的增长由 A

控制；紧性保证这些步数有一致的上界。这也说明，借用动力系统中稳定性的概念时，必须保留
齐次性和单位截面的紧性：一般情况下，渐近稳定并不蕴含指数稳定。例如，在 ℓ2上定义对角算
子 T，使 Tej = (1− 1/j)ej，则每条轨道都趋于零，但

∥∥T k
∥∥ = 1，不存在小于 1的一致几何因子。

5.2 BB迭代的状态锥
沿用严格凸二次函数的设定，H = HT ≻ 0，m = λmin(H)，L = λmax(H)。对固定的正定权

矩阵W = ω(H) ≻ 0，定义
ηW (u) =

uTWu

uTWHu
, u ̸= 0.

它满足 L−1 ≤ ηW (u) ≤ m−1。取W = I 得到 BB1，取W = H 得到 BB2；二次函数上的迭代统
一写为

gk+1 =
(
I − ηW (gk−1)H

)
gk, k ≥ 1. (5.4)
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由于步长由 gk−1算出、却作用在 gk 上，状态至少要包含相邻的两个梯度。
下面称区间 [L−1,m−1]中的步长为允许的步长。如果取整个乘积空间作为状态空间，就会遇

到 (0, v)（v ̸= 0）这样的状态：第一个分量为零时 Rayleigh商没有定义，而以允许的步长作一步
梯度迭代，也不会产生这样的状态。为此取

ΩBB =
{
(u, v) : 存在 η ∈ [L−1,m−1]，使 v = (I − ηH)u

}
, (5.5)

配以乘积范数 ∥(u, v)∥× = (∥u∥2 + ∥v∥2)1/2，并定义

TW (u, v) =
(
v, (I − ηW (u)H)v

)
(u ̸= 0), TW (0, 0) = (0, 0). (5.6)

命题 5.2 ΩBB是闭锥，TW 是 ΩBB到自身的连续、一次正齐次映射。

证明 锥的性质由定义直接得到。设 (uℓ, vℓ) ∈ ΩBB且 (uℓ, vℓ) → (u, v)，相应的步长 ηℓ都属于紧
区间 [L−1,m−1]，不妨设 ηℓ → η；在 vℓ = (I − ηℓH)uℓ中取极限即得闭性。由定义还可知，u = 0

时必有 v = 0。
记 B = max{1, L/m − 1}，则对所有允许的步长有 ∥I − ηH∥ ≤ B。在 u ̸= 0 处，Rayleigh

商连续；在原点处，映射第二个分量的范数不超过 B ∥v∥。因此，尽管 u→ 0时 ηW (u)本身没有
极限，映射在原点处仍然连续。当 v = 0 时迭代已经终止，这样的状态被映到 (0, 0)。映射的像(
v, (I − ηW (u)H)v

)所用的步长 ηW (u)是允许的步长，所以像仍在锥中；Rayleigh商是零次齐次
的，故映射是一次正齐次的。

锥的定义来自实际的迭代，并没有为了证明方便而去掉某些初值。在这个集合上，前一个梯
度趋于零时，当前梯度一定也趋于零；所以即使步长在原点附近没有极限，乘到当前梯度上以后，
所得的映射仍然连续。如果改在整个乘积空间上定义映射，再随意补充 u = 0处的步长，就失去
了这一关系，映射也不再连续。
还需说明：从锥中每个状态出发的轨道都收敛。零状态是平凡的，以下设 u ̸= 0。对任意

(u, v) ∈ ΩBB，取满足 v = (I − ηH)u的步长 η，令

x0 = x∗ +H−1u, x1 = x∗ +H−1v.

从 x0 到 x1 就是以 η为步长的一次梯度迭代。记 s = x1 − x0 = −ηu，y = Hs = −ηHu，则下一
个 BB1步长恰为 ∥u∥2 /(uTHu)。这样，TI 从任一状态出发的轨道，都是 BB1以 x0为初始点、以
η为首步步长的实际迭代。由 Raydan的全局收敛定理 [25]，对所有 z ∈ ΩBB都有 T k

I z → 0。再由
命题 5.2和定理 5.1，就得到只依赖于 H 的常数 CH ≥ 1和 ρH ∈ (0, 1)，使式 (5.1)对 TI 成立。

5.3 加权 BB方法与任意的首步步长
设 S =W 1/2，在乘积空间上定义 S(u, v) = (Su, Sv)。由于 S与H 可交换，S 是 ΩBB到自身

的双射，并且
ηI(Su) = ηW (u), STW = TIS.

于是 ∥∥∥T k
W z
∥∥∥
×
≤ CH

√
κ2(W ) ρkH ∥z∥× , z ∈ ΩBB, (5.7)

其中 κ2(W ) = ∥W∥
∥∥W−1

∥∥。一致的几何因子 ρH 与权W 无关，权只通过范数等价影响常数。这
里比较的是经过变换后相对应的初值，并不表示从同一个 g0 出发时，BB1和 BB2每一步的表现
相同。
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线性共轭还保持上面的增长率 r(T )：共轭前后的状态范数至多相差固定的倍数 ∥S∥
∥∥S−1

∥∥，
开 k次方再令 k → ∞，这个倍数的影响就消失了。因此，权固定的各种方法有相同的最优一致收
敛因子，而它们在有限步内的实际表现仍可能相差很大。若每一步都改变W，就不存在统一的坐
标变换，上述论证不再适用。
按本报告的约定，先用任意正步长 η0由 g0得到 g1。首步步长可能不在 [L−1,m−1]中，(g0, g1)

也就不一定在锥中；但第一个 BB步长 η1 = ηW (g0)是允许的步长，所以 (g1, g2) ∈ ΩBB。有限步
终止后记梯度为零，则对 k ≥ 1有

∥(gk, gk+1)∥× ≤ CH

√
κ2(W ) ρk−1

H ∥(g1, g2)∥× . (5.8)

误差满足 ∥x− x∗∥ ≤ m−1 ∥g∥，函数值误差满足 F (x) = 1
2g

TH−1g ≤ ∥g∥2 /(2m)，故函数值误差
的几何因子为 ρ2H。前面有限多步不影响渐近收敛因子；但首步步长可以任意大，所以以 ∥g0∥为
基准时，常数不可能与首步步长无关。

这一分析建立在已有的收敛结论之上，并没有代替 Raydan的全局收敛定理，也没有给出最优
的 ρH。最坏因子究竟是多少，要由第 7节对分量比例的遍历分析来回答。

6 LMSD的全局收敛与 R-线性收敛
LMSD利用一组历史梯度所含的谱信息，构造下一组的多个步长。如果直接分析单个 Ritz值，

难点不仅在于步长滞后，还在于归一化的历史矩阵可能越来越接近降秩。我们的工作 [35]研究一
组步长的乘子多项式：先利用它的行列式表示证明所有轨道都趋于零，再证明映射在历史矩阵降
秩的状态处仍然连续，最后应用第 5节的定理。这里的 LMSD专指按精确秩求 Ritz值、每个 Ritz
值的倒数在下一组中各用一次的版本，不考虑把步长重复使用多次的变体。

6.1 历史矩阵的秩与有限步终止
固定记忆长度 p ≥ 1。第 j 组含 ℓj 步迭代，其历史矩阵由各步迭代之前的梯度组成：

Gj = [gj,0, . . . , gj,ℓj−1], gj,ℓj = gj+1,0.

组末梯度 gj,ℓj 就是下一组的组首梯度，不计入本组的历史矩阵。初始组以任意正步长迭代 p 步，
若未提前终止，则 ℓ0 = p。给定 Gj，取其列空间的标准正交基 Qj，记 dj = rankGj，由

QT
jHQjz = θz

求出 dj 个正的 Ritz值。从组首梯度 gj+1,0 出发，依次以这些 Ritz值的倒数为步长，构成下一组，
于是 ℓj+1 = dj。各步的因子 I − ηhH 可以交换，所以组末梯度与步长的使用顺序无关，组内各步
的梯度则可能不同。
任一由 ℓ个正步长得到的历史矩阵满足

spanG = Kℓ(H,u) := span{u,Hu, . . . ,Hℓ−1u}, (6.1)

其中 u为该组的组首梯度。事实上，第 r列（r = 0, . . . , ℓ− 1）是 qr(H)u，其中多项式

qr(t) =
∏
h<r

(1− ηht)
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的次数为 r，首项系数不为零，所以 G的各列与 u,Hu, . . . ,Hℓ−1u之间只差一个可逆的上三角变
换。
为了把重特征值的情形也包括进来，把 H 写成谱分解

H =

ν∑
i=1

λiPi, 0 < λ1 < · · · < λν ,

其中 Pi 为相应特征子空间上的正交投影。记 S(u) = {i : Piu ̸= 0}，s(u) = |S(u)|。把非零向量
Piu（i ∈ S(u)）单位化，作为它们所张成子空间的基，H 在这个子空间上的限制在该基下是以互
异特征值为对角元的对角矩阵。由 Vandermonde矩阵的秩可知

rankKp(u) = min{p, s(u)}, Kp(u) = [u,Hu, . . . ,Hp−1u]. (6.2)

特别地，s(u) = p时矩阵仍然列满秩；这时迭代与 s(u) < p时一样会在有限步内终止，但历史矩
阵并不秩亏。

命题 6.1（下一组有限步终止） 设某一组有 p步，其组首梯度 u ̸= 0，且 s(u) = d ≤ p，则该组
历史矩阵的列空间就是H 的不变子空间 span{Piu : i ∈ S(u)}，求出的 Ritz值恰为 {λi : i ∈ S(u)}；
下一组从它的组首梯度 v（即本组的组末梯度）出发，以这些 Ritz值的倒数为步长，至多 d步就
终止。

证明 由式 (6.1)和式 (6.2)，历史矩阵列空间的维数为 d，且包含在同样是 d维的 span{Piu : i ∈
S(u)}中，故二者相等。投影后的矩阵就是H 在这个不变子空间上的限制。下一组的组首梯度是
v = q(H)u，其中 q为本组各步步长对应的乘积多项式，从而 S(v) ⊂ S(u)，于是∏

i∈S(u)

(I − λ−1
i H)v = 0.

在不终止的迭代中，每组的历史矩阵都有 p列，且 s(gj,0) > p。否则，取第一个使 dj < p的
组：在它之前各组历史矩阵的秩都是 p，所以这一组仍有 p步；由式 (6.2)，其组首梯度只在少于
p个特征值上有分量，再由命题 6.1，下一组就会终止，矛盾。若历史矩阵满秩但 s(gj,0) = p，同
一命题也导出矛盾。因此不终止时每组都恰好有 p步；若 p ≥ ν，则至多 p+ ν 步就终止。

6.2 原证明中的一个极限问题
Fletcher的收敛性证明 [14]中有一步取极限，需要由“归一化的组首梯度在较小特征值上的

分量趋于零”，推出取极限之前历史子空间中全部 Ritz值都有相应的下界。仅凭这些信息，这个推
断并不成立。取

H = diag(1, 2, 3), uε =
(ε, ε2, 1)T

(1 + ε2 + ε4)1/2
, p = 2.

虽然 uε → e3，但 (H − 3I)uε归一化后趋于 −e1，从而

K2(H,uε) −→ span{e1, e3}, {θε,1, θε,2} −→ {3, 1}.

组首梯度在较小特征值上的分量趋于零，历史子空间却仍可以保留相应特征向量的方向。对照
Fletcher 附录中的式 (36)，r = 3 时所需的下界是 θ > 2λ3/3 = 2，而此例中最小的 Ritz 值趋于
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1。这说明在历史子空间不受控制时，这个下界没有依据。这只是一族向量取极限的例子，用来检
验那一步推理，不是一条发散的 LMSD迭代轨道，也不否定 Fletcher的收敛结论。

Curtis 与 Guo [6] 的收敛速度分析明确假设历史矩阵列满秩，并且归一化后一致非退化：若
Gj = QjRj，要求存在与 j 无关的常数 C，使

∥∥∥R−1
j

∥∥∥ ≤ C/ ∥gj,0∥。仅由每个 Gj 都列满秩，推不
出这个一致的条件。Ferrandi与 Hochstenbach [12]着重讨论谱逼近、割线结构和算法实现，他们
对数值秩的处理，与这里按精确秩计算的模型不能直接等同。我们的证明不假设上面的逆矩阵界，
而是直接研究一组步长的乘子多项式，即全部因子 1− t/θj,h之积。

这样，我们的结果不再需要“归一化的历史矩阵一致非退化”这一额外条件；严格凸二次函
数、每组用完全部 Ritz值、按精确秩计算等设定则仍然保留。

6.3 乘子多项式的 Cauchy–Binet表示
设迭代不终止，记 uj = gj,0。由 uj 所在组的历史矩阵确定的乘子多项式为

Ψuj (t) =

p∏
h=1

(1− t/θj,h), uj+2 = Ψuj (H)uj+1. (6.3)

状态仍然要取相邻的两个组首梯度，而且多项式作用在下一组的组首梯度上。下面把依赖于 Ritz
值的乘子多项式 Ψu写成固定多项式的凸组合，组合的权随状态变化且非负。
命题 6.2（乘子多项式的凸组合表示） 设 s(u) ≥ p，则

Ψu(t) =
det
(
Kp(u)

T(H − tI)Kp(u)
)

det
(
Kp(u)THKp(u)

) . (6.4)

设 Ip 为 {1, . . . , ν}的所有 p元子集组成的集合，V = (λh−1
i )为 ν × p矩阵，VI 为 V 中由 I 对应

的行组成的 p× p子矩阵，∆I = detVI。定义

βI(u) = ∆2
I

∏
i∈I

λi ∥Piu∥2 , ϕ
(r)
I =

∏
i∈I

(1− λr/λi), (6.5)

πI(u) =
βI(u)∑

J∈Ip βJ(u)
. (6.6)

则 πI(u) ≥ 0，
∑

I πI(u) = 1，并且

Ψu(λr) =
∑
I∈Ip

πI(u)ϕ
(r)
I . (6.7)

证明 记 K = Kp(u)。由 K 列满秩知 KTHK ≻ 0。用 K 代替历史子空间的标准正交基，广义
特征值不变，所以

det(KTHK − tKTK) = det(KTK)

p∏
h=1

(θh − t).

把此式在 t处和 0处的值相除，即得式 (6.4)。
由谱分解，

KTHK = V T diag
(
λi ∥Piu∥2

)
V.

于是由 Cauchy–Binet公式，分母可以写成

det(KTHK) =
∑
I∈Ip

∆2
I

∏
i∈I

λi ∥Piu∥2 =
∑
I

βI(u) > 0.
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同样，把分子展开，得

det
(
KT(H − λrI)K

)
=
∑
I

∆2
I

∏
i∈I

(λi − λr) ∥Piu∥2 =
∑
I

βI(u)ϕ
(r)
I .

这里并不要求 H − λrI 正定，正定性只用于分母。特征值互异保证 ∆I ̸= 0，而 s(u) ≥ p保证至
少有一个 p元子集 I ⊂ S(u)，使 βI 严格为正。两式相除即得结论。

多项式的值 ϕ
(r)
I 只依赖于H 和 p，对状态的依赖全部在权 πI(u)中。但 ϕ

(r)
I 可以为负，绝对

值也可以大于 1，所以凸组合本身并不意味着收缩。有用的是两点：一是不同项的权之比有显式
的表达式；二是较小特征值上的分量趋于零时，含这些下标的项，其权也随之趋于零。
与直接估计 Ritz值相比，这个表示保留了整个多项式中各因子之间的代数联系。分母是正的

Gram行列式，即使某些分量很小也仍然可用；分子允许变号。因此分析时不必先把每个因子都控
制在 (−1, 1)内，也不必要求一组之内梯度范数单调下降；需要控制的，只是有限多个项的权之间
的相对大小。

6.4 按特征值从小到大归纳
步长滞后带来了一个需要单独处理的问题：只有上一组组首梯度在 λr上的分量足够大时，才

能保证从当前组到下一组，这个分量是收缩的。下面的引理处理的就是这种下标错开的关系，其
基本思路来自 Fletcher的附录 [14]。

引理 6.3（数列引理） 设 aj ≥ 0，且对 j ≥ j0有 aj+2 ≤Maj+1，其中M ≥ 1。若存在 c ∈ (0, 1)，
使得对任意 ε > 0，都存在 jε ≥ j0满足

j ≥ jε, aj ≥ ε =⇒ aj+2 ≤ caj+1, (6.8)

则 aj → 0。

证明 固定 δ > 0。必有某个 N ≥ jδ + 1使 aN < δ；否则对所有 j ≥ jδ + 1都有 aj ≥ δ，由条
件 (6.8)，aj 此后按几何级数下降，与这个下界矛盾。

下面证明 aj < M2δ 对所有 j ≥ N 成立。j = N 时显然，且 aN+1 ≤ MaN < Mδ。设
n ≥ N +1，且结论对N ≤ j ≤ n成立。若 an−1 < δ，两次利用 aj+2 ≤Maj+1，得 an+1 ≤Man ≤
M2an−1 < M2δ；若 an−1 ≥ δ，因 n− 1 ≥ jδ，由条件 (6.8)得 an+1 ≤ can < M2δ。归纳完成，所
以 lim supj aj ≤M2δ；再令 δ ↓ 0即可。

定理 6.4（LMSD的全局收敛） 设 f 为严格凸二次函数，LMSD的记忆长度 p固定，按精确秩求
Ritz值，初始组采用任意正步长，则迭代或者在有限步内终止，或者所有组首梯度及组内各步的
梯度都趋于零。

证明 只需讨论不终止的情形，这时每组恰有 p步。与第 5节一样，记 B = max{1, L/m − 1}。
Ritz值都在 [m,L]中，所以 ∣∣Ψuj (λr)

∣∣ ≤ Bp. (6.9)

下面按互异特征值从小到大归纳。对 r = 1，含下标 1的项为零，其余各项的 ϕ
(1)
I 都非负且不超过

ρ1 = (1− λ1/λν)
p < 1。由式 (6.7)得 ∣∣Ψuj (λ1)

∣∣ ≤ ρ1，再由式 (6.3)得 P1uj → 0。
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设对 i < r已有 Piuj → 0。固定 ε > 0，只考虑满足 ∥Pruj∥ ≥ ε的那些 j。把各项分成三类：
含 r的项为零；下标都大于 r的项，绝对值不超过某个 ρr < 1，可取 ρr = (1− λr/λν)

p（这一类
为空时取 ρr = 0）；其余的 I 不含 r，但含有某个 i(I) < r。对最后一类，令

J = (I \ {i(I)}) ∪ {r}.

若 βI(uj) = 0，该项为零；否则由 ∥Pruj∥ ≥ ε知 βJ(uj) > 0，并且

πI(uj) ≤
βI(uj)

βJ(uj)
=

∆2
I

∆2
J

λi(I)

λr

∥∥Pi(I)uj
∥∥2

∥Pruj∥2
≤ CI

ε2
∥∥Pi(I)uj

∥∥2 −→ 0. (6.10)

可能造成放大的项只有有限多个，而且 ϕ
(r)
I 都是与 j 无关的常数，从而沿这些 j 有

lim sup
j

∣∣Ψuj (λr)
∣∣ ≤ ρr < 1.

若这样的 j 只有有限个，条件 (6.8)在其后自然成立。否则取 cr = (1 + ρr)/2 < 1，对每个 ε都可
选足够大的 jε，使乘子的绝对值不超过 cr。

令 aj = ∥Pruj∥。精确的滞后递推是 aj+2 =
∣∣Ψuj (λr)

∣∣ aj+1，而条件 (6.8)的前提是关于 aj 的。
式 (6.9)给出引理中的M = Bp，上面的估计给出条件 (6.8)，于是 aj → 0。归纳完成，得 uj → 0。

每组至多有 p个因子，每个因子的范数不超过 B，所以 max0≤r≤p ∥gj,r∥ ≤ Bp ∥uj∥ → 0。再
由 g = H(x− x∗)，全部迭代点都趋于 x∗。

定理 6.4的证明没有假设历史矩阵的条件数一致有界。它的机制也比“Ritz值逼近 Hesse矩阵
的特征值，所以应当加速”更具体：较小特征值上的分量趋于零以后，那些可能放大当前分量的
项，其权也随之趋于零；数列引理再把这种有条件的收缩变成真正的收敛。

这个归纳并没有给出一个对所有 j 都成立的收缩因子：阈值 ε越小，所需的 jε可能越大。所
以单凭这段证明，还得不到显式的几何收敛速度。数列引理先证明收敛，下面两小节再利用单位
截面的紧性，得到对初值一致的收敛速度。

6.5 状态锥与映射的连续性
全局收敛还不是对所有状态一致的 R-线性收敛。为了应用定理 5.1，定义由 p个允许的步长

构成的多项式集合，以及状态锥

Qp =

{
q(t) =

p∏
h=1

(1− ηht) : ηh ∈ [L−1,m−1]

}
,

Ωp =
{
(u, v) : 存在 q ∈ Qp，使 v = q(H)u

}
. (6.11)

与 BB的情形一样，由步长取值范围的紧性可得 Ωp是闭集；它显然是锥，并且其中的状态都满足
S(v) ⊂ S(u)。在 Ωp上定义

Fp(u, v) =

Ψu(H)v, s(u) > p,

0, s(u) ≤ p,
Tp(u, v) = (v, Fp(u, v)). (6.12)

当 s(u) = p时，行列式之比的分母仍为正，Ψu在 λi（i ∈ S(u)）处都等于零，又 S(v) ⊂ S(u)，因
此 Ψu(H)v = 0，与定义一致；当 s(u) < p时，按精确秩求 Ritz值，下一组有限步终止，所以也
定义为零。
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Tp把 Ωp映到自身，并且是一次正齐次的。不终止时 Ritz值都在 [m,L]中，故 Ψu ∈ Qp，像
仍在锥中。终止时 s(v) ≤ s(u) ≤ p：对每个 i ∈ S(v)取因子 1 − t/λi，不足 p个时用任意允许的
因子补足，所得多项式 q ∈ Qp 满足 q(H)v = 0，即 (v, 0) ∈ Ωp。把 u乘一个正数不改变 Ritz值，
零状态也满足齐次性。剩下要证明的是连续性。

命题 6.5 Fp 和 Tp 在整个 Ωp 上连续；特别地，在 s(u) = p（历史矩阵满秩但迭代终止）的点和
历史矩阵降秩的点处也连续。

证明 设 (uℓ, vℓ) → (u, v)。把序列分成两个子列：满足 s(uℓ) > p（不终止）的项和满足 s(uℓ) ≤ p

（终止）的项；后者的 Fp恒为零。对前者总有 ∥Ψuℓ
(H)∥ ≤ Bp。下面分四种情形讨论。

若 s(u) > p，则 ℓ充分大时 s(uℓ) > p，且 Kp(u)
THKp(u)正定。行列式之比在 u附近连续，

于是 Fp(uℓ, vℓ) → Fp(u, v)。
若 s(u) = p，极限处的分母仍为正。对 i ∈ S(u)，Ψu(λi) = 0，由行列式之比的连续性，

Fp(uℓ, vℓ)在这些特征值上的分量趋于零；对 i /∈ S(u)，由锥的定义 Piv = 0，再由乘子的一致上
界得 ∥PiFp(uℓ, vℓ)∥ ≤ Bp ∥Pivℓ∥ → 0。因此在两个子列上 Fp都趋于零。
若 1 ≤ s(u) < p，不在 S(u)中的分量仍由上面的上界控制。固定 r ∈ S(u)。凡不含 r的 p元

子集 I，因 s(u) < p，必含某个 h /∈ S(u)。令 J = (I \ {h}) ∪ {r}。当 ℓ充分大时 Pruℓ ̸= 0；当
βI(uℓ) > 0时 βJ(uℓ) > 0，从而

0 ≤ πI(uℓ) ≤
βI(uℓ)

βJ(uℓ)
=

∆2
I

∆2
J

λh
λr

∥Phuℓ∥2

∥Pruℓ∥2
−→ 0.

权为零的项不影响估计，含 r的项又恰为零。对有限多项求和，便得 Ψuℓ
(λr) → 0；因 Prvℓ有界，

Fp在 λr 上的分量也趋于零。
最后，若 u = 0，由锥的定义 v = 0；由一致的上界得 ∥Fp(uℓ, vℓ)∥ ≤ Bp ∥vℓ∥ → 0。四种情形

都得到了所需的极限，且两个子列趋于同一个值，所以整个序列收敛到 Fp(u, v)。Tp 的第一个分
量是 v，故 Tp也连续。

同样的权之比估计在这里又用了一次：前面用它控制归纳中可能造成放大的项，这里用它控
制降秩极限中不含 r的项。证明映射连续，并不需要单个 Ritz值在维数变化的历史子空间上有一
致的下界，而原证明恰恰在这一点上缺少依据。

满秩而终止的情形和真正秩亏的情形必须分开处理：前者的分母仍为正，可以直接对比值取
极限；后者的分母可能趋于零，只看分子趋于零推不出比值趋于零，必须成对地比较权。原点处
则不必估计任何比值，由锥的定义，当前的组首梯度也一起趋于零。边界情形需要这样分别论证，
不能以一句“由 Ritz值的连续性可知”带过。

6.6 R-线性收敛
还要验证：以 Ωp 中任一状态为初始状态时，定理 6.4 都适用。给定 (u0, u1) ∈ Ωp，取满足

u1 = q(H)u0 的步长 η1, . . . , ηp，作为 LMSD 初始组的实际步长。若中途梯度为零，则 u1 = 0，
Fp(u0, u1)也为零；否则这一组的历史矩阵恰好张成 Kp(H,u0)。若 s(u0) > p，求出的 Ritz值正是
Ψu0 的根；若 s(u0) ≤ p，下一组终止，正好对应定义中的零。逐组重复，实际迭代得到的组首梯
度与 Tp的轨道重合（有限步终止后都记为零）。因此

T j
p (u0, u1) → (0, 0) 对所有(u0, u1) ∈ Ωp.
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定理 6.6（一致的 R-线性收敛） 设 H ≻ 0，记忆长度 p 固定，则存在只依赖于 H 和 p 的常数
C∗ ≥ 1和 ρ∗ ∈ (0, 1)，使得∥∥T j

pZ
∥∥
× ≤ C∗ρ

j
∗ ∥Z∥× , Z ∈ Ωp, j ≥ 0, (6.13)

其中 j 是组的序号；有限步终止的情形（终止后记为零）也包括在内。

证明 Ωp是闭锥，Tp是它到自身的连续、一次正齐次映射，并且由定理前的论证，从每个状态
出发的轨道都趋于零。由定理 5.1即得结论。

权矩阵取为固定的W = ω(H) ≻ 0（与 H 可交换）时，改用

QT
jWHQjz = θQT

jWQjz

求 Ritz值。设矩阵 A的各列构成历史子空间的一个基，则

(W 1/2A)TH(W 1/2A) = ATWHA, (W 1/2A)T(W 1/2A) = ATWA.

所以加权的 Ritz值等于同一个H在变换后的历史矩阵W 1/2Gj 上的普通 Ritz值。由于W 1/2与H

可交换，这一变换不改变历史矩阵的秩、下标集 S(·)、每组的步数和终止的时刻。整条加权的轨
道与不加权的轨道共轭，式 (6.13)的右端只需再乘以√κ2(W )。W = I 对应普通 Ritz值，W = H

对应调和 Ritz值。
当 p = 1时，这个加权特征值问题只有一个特征值

θ =
uTWHu

uTWu
,

其倒数正是 ηW (u)；Ω1 也就是第 5节的 ΩBB。可见 BB与 LMSD的联系不只是证明的形式相似：
记忆长度为 1时，两者的算法和状态模型完全相同。第 5节借助已有的 BB全局收敛定理，本节
则从一组步长的代数结构出发，对所有 p重新证明了全局收敛，两条证明路线互不依赖。

初始组的步长可以是任意正数，所以 (g0,0, g1,0)不一定属于 Ωp。若迭代不终止，应从第 1组
（即初始组之后、第一个以 Ritz值倒数为步长的组）开始估计，即取

(u0, u1) = (g1,0, g2,0);

只有初始组的各步长都在 [L−1,m−1]中时，才可以直接从初始组算起。这样，从第 1组起有对初
值一致的收敛速度，而对任意的初始步长，全局收敛的结论仍然成立。
为了把按组计的估计换算成按迭代步计的估计，从第 1组开始重新编号：

ĝjp+r = gj+1,r, 0 ≤ r ≤ p− 1.

不终止时每组恰有 p步，于是

∥ĝjp+r∥ ≤ BpC∗
√
κ2(W ) ρj∗ ∥(u0, u1)∥× .

令 ρ̂∗ = ρ
1/p
∗ 。由于 ρj∗ = ρ̂jp+r−r

∗ ≤ ρ̂
−(p−1)
∗ ρ̂jp+r

∗ ，可取

ĈW = BpC∗
√
κ2(W ) ρ̂

−(p−1)
∗ ,
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使对所有 ℓ ≥ 0有

∥ĝℓ∥ ≤ ĈW ρ̂
ℓ
∗ ∥(u0, u1)∥× , (6.14)

∥x̂ℓ − x∗∥ ≤ ĈW

m
ρ̂ℓ∗ ∥(u0, u1)∥× ,

F (x̂ℓ) ≤
Ĉ2
W

2m
(ρ̂2∗)

ℓ ∥(u0, u1)∥2× . (6.15)

有限步终止的迭代当然也是 R-线性收敛的（常数随具体的迭代过程而定）；上面统一的换算用到
的是“不终止时每组恰好 p步”这一事实。
这里只证明了存在小于 1的一致几何因子，并没有给出 p > 1时最优因子的显式值，也不能

把第 7节 BB方法的 cH 直接搬到 LMSD上。按数值阈值删列、迭代中改变权或记忆长度、只选
用部分 Ritz值、重复使用步长等变体，都需要分别检查状态的选取和每条轨道的收敛性。研究乘
子多项式而不是单个 Ritz值，保留了可以精确分析的多项式结构：全局收敛来自凸组合表示和按
特征值的归纳；一致的收敛速度则来自映射的连续性、齐次性、单位截面的紧性，以及锥中每个
状态都可由算法实际达到这一事实。

6.7 一个数值例子：满秩的历史矩阵也可能非常病态
定理 6.6不需要 Curtis与 Guo的归一化条件。那么，这个条件中的常数在实际迭代中有多大？

下面复述 LMSD预印本 [35]数值部分的一个例子，没有另做计算。取 60阶对角矩阵H，它的 20
个互异特征值是区间 [1, 2]、[10, 15]、[50, 60]、[200, 250]、[800, 1000]中各 4个等距点（含端点），
每个重复 3次；初始梯度的分量为

(g0)i = 1 + sin
(
0.37(i+ 7)

)
+ 0.3 cos

(
1.17(i+ 7)

)
+ 0.5 sin

(
0.11(i+ 7)

)
, i = 1, . . . , 60,

它在每个特征子空间上的投影都不为零。取 p = 5，第 0 组用精确线搜索步长，权取 W = Ha，
a = −1,−0.5, . . . , 2，每组按 Ritz值从大到小的顺序使用其倒数。计算在双精度下进行：历史矩阵
的数值秩由奇异值按相对阈值 10−12判定，迭代到 ∥g∥ / ∥g0∥ ≤ 10−11为止。记

ξj =
∥gj,0∥
σmin(Gj)

, Aj = max
0≤r≤ℓj

∥gj,r∥
∥gj,0∥

. (6.16)

由 Gj = QjRj 有 σmin(Gj) =
∥∥∥R−1

j

∥∥∥−1，所以 ξj 就是 Curtis与 Guo的条件要求一致有界的量（预
印本中记作 χk）；Aj 表示一组之内梯度范数最多被放大了多少倍。结果见表 2和图 2。

表 2 不同权下 LMSD的迭代次数以及 ξj、Aj 的最大值，数据取自文献 [35]。迭代次数包括第 0
组的 5步。

权W 迭代次数 maxj ξj maxj Aj

H−1 276 1.30× 108 1.33× 103

H−1/2 231 2.35× 108 1.55× 105

I 269 2.51× 107 2.26× 105

H1/2 265 1.59× 107 6.93× 104

H 280 5.59× 106 3.30× 104

H3/2 270 1.99× 107 2.21× 104

H2 264 1.48× 107 6.99× 101
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图 2 上述算例的计算结果，按文献 [35] 原图的数据重绘。左：七种权下相对函数值误差
F (x)/F (x0) 随迭代次数的变化（迭代次数包括第 0 组的 5 步）；右：W = I 与 W = H 时各
组历史矩阵的 ξj，第 0组是采用精确线搜索步长的初始组。

七种权下的迭代都在 231到 280步之内满足停止准则，检测到的历史矩阵数值秩始终是 5，数
值阈值没有删去任何一列。然而 ξj 的最大值在 5.59× 106 到 2.35× 108 之间，W = I 与W = H

时还在组与组之间剧烈起伏（图 2右）。一组之内的放大也不小：Aj 最大为 2.26× 105（W = I），
不过远低于粗略的上界 Bp = 9995 ≈ 1015。函数值误差也多次大幅反弹，W = H−1时在第 15步
一度超过初值的 104倍（图 2左）；尽管如此，各条曲线总体上仍是几何下降的。

这些数据说明，每组的历史矩阵都满秩，并不意味着它们远离秩亏。在这个只有 60维的问题
上，对采用普通 Ritz值（W = I）和调和 Ritz值（W = H）的两种版本，要使 Curtis与 Guo的
条件成立，常数分别至少要取 2.51× 107和 5.59× 106；Curtis与 Guo的数值试验中，同一比值的
最大值约为 2 × 1016 [6]，相当于 σmin(Gj)/ ∥gj,0∥ ≈ 5 × 10−17，已经小于双精度的机器精度。有
限步的试验不能判定 ξj 沿整条轨道是否有界，因此这并不构成反例；它只说明这个常数可能很大，
而且无法事先估计。定理 6.6及其加权形式不含这个常数：C∗、ρ∗只依赖于H 与 p，权只以因子√
κ2(W )的形式出现在常数中；代价是这些常数由紧性得到，没有显式的值。

7 BB方法的最坏渐近收敛因子
7.1 问题与结论

已有的全局收敛和 R-线性收敛理论，回答了 BB迭代是否收敛到解、是否有几何收敛速度的
上界，却没有确定最坏的轨道究竟有多慢。对非单调方法来说，这一区别尤其重要：某些步的梯
度范数会明显上升，只用单步估计，往往得不到精确的渐近常数。Li与 Sun在首步步长也按 BB
公式计算的条件下，证明了 BB1各分量有因子为 1− 1/κ的上界，并给出了因子为 (κ− 1)/(κ+1)

的平衡轨道 [19]，上下界之间仍有差距。我们关于最坏收敛因子的预印本 [37]证明了：所有轨道
的渐近收敛因子都不超过 (κ− 1)/(κ+ 1)，即没有比这条平衡轨道更慢的轨道。

逐个分量估计的方法能有效地控制各分量的增减，足以证明收敛并给出上界；但要得到精确
的常数，就必须利用两个端点分量之间的联系。一个分量增大时，另一个分量未必同时增大；把
它们分别放大再相加，就失去了这种制约。下面的状态和分解式保留了这种联系，并把长时间的
增长问题化为紧空间上的平均增长问题。
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以下仍考虑严格凸二次函数

f(x) =
1

2
xTHx− bT0x, H = HT ≻ 0, gk = H(xk − x∗). (7.1)

记m = λmin(H)、L = λmax(H)，κ = L/m。用 Pλ表示特征值 λ的特征子空间上的正交投影，记
使 Pλg0 ̸= 0的特征值 λ组成的集合为

Λ(g0) = {λ : Pλg0 ̸= 0}, a = minΛ(g0), b = maxΛ(g0).

迭代不会产生新的分量，即 Λ(gk) ⊂ Λ(g0)。若 a < b，令 ca,b = (b− a)/(b+ a)；Λ(g0)只含一个
点时，约定这个常数为 0。对整个谱，记

cH =
L−m

L+m
=
κ− 1

κ+ 1
. (7.2)

以下考虑全程使用 BB1或全程使用 BB2的迭代：首步步长 η0 > 0可以任意选取，此后由前一个
梯度计算步长；有限步终止后梯度记为零。
渐近收敛因子 ρg(g0, η0)的定义见式 (1.2)，它不受前面有限多步的影响；∥gk∥ ≤ Cγk ∥g0∥只

有在 C 与初值无关时，才是对初值一致的上界（见第 1节）。
定理 7.1（有限维情形 BB方法的最坏渐近收敛因子） 设 g0 ̸= 0，首步步长 η0 > 0，迭代全程使
用 BB1或全程使用 BB2，则

ρg(g0, η0) ≤ ca,b ≤ cH .

若 m < L，渐近收敛因子关于所有初始梯度和正的首步步长的上确界恰为 cH，并且首步步长按
BB公式计算的平衡轨道达到这个值。对每个 γ ∈ (cH , 1)，当首步步长按 BB公式计算时，存在与
初值无关的常数 Cγ(H)，使得

∥gk∥ ≤ Cγ(H)γk ∥g0∥ (k ≥ 0). (7.3)

对 γ < cH，不存在这样的一致上界。

这里“首步步长按 BB 公式计算”，对 BB1 是指 η0 = ∥g0∥2 /(gT0Hg0)，对 BB2 是指 η0 =

(gT0Hg0)/(g
T
0H

2g0)。定理确定的是一致上界中因子的下确界，并没有证明 γ = cH 时也有一致的
常数。对任意正的首步步长，渐近收敛因子的结论同样成立；但与第 5节一样，第一步就可能把
梯度任意放大，以 ∥g0∥为基准的常数不可能与首步步长无关。Λ(g0)只含一个点时，首步之后至
多再迭代一步就精确终止，需要单独处理。
下界由一条具体的轨道给出。对 BB1，取只在特征值m和 L上有分量的初始梯度，且

∥Pmg0∥2 = ∥PLg0∥2 , η0 =
2

m+ L
.

较小特征值上的分量每步乘以 cH，较大特征值上的分量每步乘以 −cH，两个分量的范数始终相
等，因此 ∥gk∥ = ckH ∥g0∥。这就是 BB原文二维分析中的平衡轨道（见第 3节），Li与 Sun给出的
例子也是这样的轨道 [5, 19]。新结果是与之相匹配、对所有轨道都成立的上界。虽然 BB方法的最
坏收敛因子与最优固定步长梯度法相同，但在许多其他轨道上 BB方法可能快得多；最坏情形的
比较不能代替典型表现的比较。

对 BB2，相应的平衡条件是m ∥Pmg0∥2 = L ∥PLg0∥2，首步步长同样取 2/(m+L)。若 κ > 1，
则 cH < 1− 1/κ；当 κ → ∞时，cH = 1− 2/κ+ O(κ−2)。这个改进是就梯度范数的最坏渐近收
敛因子而言的，函数值误差相应地取平方。对具体问题达到给定精度所需的迭代次数，它并不能
给出完整的预测，因为常数和开始阶段的过渡过程也会影响有限步的表现。
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7.2 分量比例与端点不等式
以 BB1为例，其迭代为

gk+1 = (I − ηkH)gk, ηk =
∥gk−1∥2

gTk−1Hgk−1
(k ≥ 1). (7.4)

设梯度只在下标集 I 对应的特征值上有分量，I 至少含两个下标。定义各分量所占的比例

wk
i =

∥Pλi
gk∥2

∥gk∥2
, PI =

{
w : wi ≥ 0,

∑
i∈I wi = 1

}
.

当前的比例 wk 给出各分量的相对大小，前一步的比例 wk−1 决定这一步的步长，因此取 χk =

(wk, wk−1)为状态，χk+1就只依赖于 χk。对 χ = (w, z) ∈ XI := PI × PI，令

u(z) =
∑
i∈I

λizi, ϕi(z) =

(
1− λi

u(z)

)2

,

r(χ)2 =
∑
i∈I

ϕi(z)wi, T (w, z) =

(
ϕ(z)⊙ w

r(χ)2
, w

)
. (7.5)

当 r(χk) > 0时，χk+1 = Tχk，且 ∥gk+1∥ = r(χk) ∥gk∥。于是范数之比是各步因子 r(χi)的乘积，
取对数后化为 log r沿轨道的和。首步步长任取时，这一描述从 χ1 = (w1, w0)开始适用；首步步
长按 BB公式计算时，也可以等价地从 χ0 = (w0, w0)开始。分析在整个 XI 上进行，其中也包括
算法实际上达不到的状态。

这个离散模型精确地保留了 BB 方法的步长滞后，以及每一步各分量的乘子。Akaike 以及
Pronzato等人对使用当前梯度的方法所做的概率分布分析，是重要的先例 [1, 24]；但只用当前的
分布描述不了 BB方法，状态中多出的那个分布，记录的就是上一步的信息。

先看决定 ca,b的一个初等不等式。若 0 < a < b，u ∈ [a, b]，则(
u− a

u

) b
a+b
(
b− u

u

) a
a+b

≤ b− a

b+ a
, (7.6)

等号当且仅当 u = (a+ b)/2时成立。对 u ∈ (a, b)，令 t = (u− a)/(b− u)，则左边等于
(b− a) tb/(a+b)

a+ bt
,

由加权算术–几何平均不等式 a+ bt ≥ (a+ b)tb/(a+b) 即得结论。以 1/u为步长时，左边的两个底
数恰是两个端点分量的乘子的绝对值，所以这个不等式刻画了两个端点分量此消彼长的关系。
考虑这样的状态 (w, z)：存在下标子集 J ⊂ I，使相邻两步的比例都恰好以 J 为支撑，即 i ∈ J

时 wi, zi > 0，i /∈ J 时 wi = zi = 0。记 J 对应的最小、最大特征值为 a < b，令

β =
b

a+ b
, 1− β =

a

a+ b
,

h(w, z) = −β
2
logwa −

1− β

2
logwb,

D(w, z) = log ca,b − β log
u(z)− a

u(z)
− (1− β) log

b− u(z)

u(z)
. (7.7)

这时 u(z) ∈ (a, b)，由式 (7.6)知 D ≥ 0。由两个端点分量的精确更新式，直接验证可得

log r = log ca,b −D + h ◦ T − h. (7.8)
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式 (7.8)把可正可负的一步对数增长 log r分成三部分：临界值 log ca,b、一个非正的项 −D和一个
差分项。沿周期轨道求和时差分项相互抵消，立即得到一个周期内的平均不超过 log ca,b。但一般
的轨道不一定是周期的，而且端点分量的比例趋于零时 h无界。不能只凭求和时中间各项相消，就
断言 [h(Tnχ)− h(χ)]/n→ 0；也不能在不知道可积性的情况下直接对差分项积分。下面分两步解
决这个问题。

7.3 从不变测度到每一条轨道
首先要处理有限步终止带来的奇异性。记

ΣI = {χ ∈ XI : r(χ) = 0},

在 ΣI 上梯度已经变为零，式 (7.5)中归一化的分母为零。添加一个孤立点 †表示迭代已经终止，令
ΣI 和 †都映到 †，就得到紧度量空间 X̂I = XI ∪ {†}上的 Borel可测映射 T̂。定义

φ(χ) = log r(χ) (χ /∈ ΣI ∪ {†}), φ = −∞ 在 ΣI ∪ {†}上.

函数 φ上半连续且有上界；映射 T̂ 则只在奇异集之外连续。
第一步是证明：对每个使 ∫

φdν 有限的 T̂ -不变概率测度 ν，都有∫
φdν ≤ log cI , cI =

maxi∈I λi −mini∈I λi
maxi∈I λi +mini∈I λi

. (7.9)

积分有限，说明孤立点 †的测度为零；再由不变性和 T̂−1{†} = ΣI ∪ {†}，奇异集的测度也为零。
由遍历分解，只需考虑遍历测度。取最小的下标集 J，使测度集中在 XJ 上。一个分量一旦变为
零，此后就始终为零，状态落在更小的下标集上；相应的正向不变集在遍历测度下的测度只能是
0或 1，由 J 的最小性，不能是 1。因此对 i ∈ J，wi > 0几乎处处成立。又因 T 的第二个分量就
是原来的第一个分量，不变测度的两个边缘分布相同，所以 zi也几乎处处为正。只含一个特征值
时迭代立即终止，因此这里的 J 至少含两个下标。这样，每个遍历测度都对应一个固定的下标集，
其上的分量几乎处处始终不为零，分解式 (7.8)可以在其上使用。

这里“始终不为零”是对遍历测度几乎处处成立的性质，并不是说任意一条轨道上非零分量
的集合都永不改变。还要构造一个正向不变的全测度集：取上述全测度集与它在 T̂ 下各次原像的
可数交即可，这样求和时每一步都能使用同一个下标集上的分解式。于是，边界上的问题就化成
了固定下标集内部的问题。

Birkhoff遍历定理和 Poincaré回复定理的结论都对几乎所有的点成立。取一点 χ，使两者的结
论在 χ处都成立，并且它的整条正向轨道都在上述全测度集中。由前者得

1

n

n−1∑
k=0

φ(T̂ kχ) −→
∫
φdν;

由后者得一列回复时刻 nℓ，使 T̂nℓχ→ χ。由于 h在相应集合的相对内部连续且有限，h(T̂nℓχ) →
h(χ)。沿这列时刻对式 (7.8)求和，得

1

nℓ

nℓ−1∑
k=0

φ(T̂ kχ) = log cJ − 1

nℓ

nℓ−1∑
k=0

D(T̂ kχ) +
h(T̂nℓχ)− h(χ)

nℓ
.

最后一项趋于零，D 非负，所以平均值不超过 log cJ ≤ log cI。这里 Birkhoff定理给出时间平均，
回复定理消去无界的差分项，并不要求 h可积。由于 φ有上界，经过截断，可以把这个结论从遍
历测度推广到一般的、积分有限的不变测度。
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这里也没有假设实际的 BB轨道都回复：回复点是按不变测度选出来的，对所有初值的控制
要在下一步得到。
然而，对不变测度几乎处处成立的结论，还不能推出对每个初值都成立。第二步需要一个带

奇异集的半一致遍历定理。它与连续映射的半一致遍历定理 [30]有联系，但需要单独处理 Borel
可测映射和取值为 −∞的函数 [37]。

命题 7.2（带奇异集的半一致估计） 设 X 为紧度量空间，T : X → X 为 Borel可测映射，Borel
集 S包含 T 的所有不连续点。设 φ : X → [−∞,∞)上半连续、有上界，且在 S上等于−∞。若对
每个满足

∫
φdµ > −∞的 T -不变概率测度 µ，都有

∫
φdµ ≤ ℓ0，则对每个 ε > 0，存在 Bε <∞，

使得对任意 x ∈ X 和 n ≥ 1，只要 x, Tx, . . . , T n−1x都不在 S 中，就有

n−1∑
k=0

φ(T kx) ≤ n(ℓ0 + ε) +Bε. (7.10)

证明 反设结论不成立，则可以选出轨道段 (xj , nj)，使左边减去 nj(ℓ0 + ε)大于 j。由于 φ有上
界，nj → ∞。由紧性，经验测度 µj 有弱收敛的子列，不妨设

µj =
1

nj

nj−1∑
k=0

δTkxj
=⇒ µ.

此时还不能断言 µ是不变测度，因为 T 可能不连续。先令 φN = max{φ,−N}。由 Portmanteau定
理得 ∫

φN dµ ≥ lim sup
j

∫
φN dµj ≥ ℓ0 + ε.

取 U = max{0, supX φ}，对 U −φN 用单调收敛定理，令N → ∞，得 ∫ φdµ ≥ ℓ0 + ε > −∞。由
于 φ在 S 上为 −∞，必有 µ(S) = 0。

于是对任意连续函数 q，q ◦ T 有界且 µ几乎处处连续，因此 ∫
q ◦ T dµj →

∫
q ◦ T dµ。同时∫

(q ◦ T − q) dµj =
q(Tnjxj)− q(xj)

nj
−→ 0.

于是 ∫
q ◦ T dµ =

∫
q dµ，即 µ是不变测度；但 ∫

φdµ ≥ ℓ0 + ε > ℓ0，矛盾。

证明中的次序不能颠倒：先由积分有限且大于 ℓ0 推出 µ(S) = 0，再由此推出 µ是不变测度。
把这个命题用于 X̂I，取 S = ΣI ∪ {†}、ℓ0 = log cI，再取指数，就得到：对任意不终止的轨道段，
乘子满足

n−1∏
k=0

r(T̂ kχ) ≤ eBε(cIe
ε)n.

对任意的首步步长，先把第一步的放大倍数并入常数，再令 ε ↓ 0，即得渐近收敛因子不超过 ca,b。
首步步长按 BB公式计算时，可以直接对紧状态空间中的所有初值使用这个上界，得到式 (7.3)。因
此最后的结论对每一条 BB轨道都成立，而不只是对某个不变测度几乎处处成立。
等号的情形还给出了更细的结构。对达到 log cI 的遍历不变测度，要使上面各不等式都取等

号，必须满足两点：始终不为零的分量包含 I 的两个端点，并且非负项D几乎处处为零。具体地
说，选点时还要求 Birkhoff定理的结论对可数多个函数 min{D,N}（N = 1, 2, . . .）也成立；沿回
复时刻，D的平均只能趋于零，所以每个截断后的积分都是零，令 N → ∞即得D = 0几乎处处
成立。于是 u(z)几乎处处等于两个端点的中点；由于两个边缘分布相同，u(w)也是如此。这时两
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个端点上的 ϕi（即乘子的平方）都等于 c2I，每个中间特征值上的 ϕi却严格更小。平均增长已经达
到最大值，这就迫使中间分量的比例为零，两个端点的比例各为 1/2。

再由遍历分解可知，使平均增长达到最大的不变测度是唯一的，即平衡状态（两个端点各占
一半）上的 Dirac测度 [37]。这从不变测度的角度说明了平衡轨道的特殊地位。不过，这样的测度
唯一，并不等于对所有达到最坏因子的轨道作了完整的分类；也不能由此推出，达到最坏因子的
轨道一开始就处在这个平衡状态。

BB2和其他权函数固定且为正的步长规则，可以用变量替换来处理：若

ηωk =
gTk−1ω(H)gk−1

gTk−1ω(H)Hgk−1
, ω(λ) > 0,

令 g̃k = ω(H)1/2gk，就得到同一个H 上的 BB1。范数等价常数开 k次方后趋于 1，因此渐近收敛
因子的结论不变；BB2对应 ω(λ) = λ。

8 BB方法的 Lyapunov函数
8.1 构造

式 (7.8)中的 h不只是证明收敛速度时的辅助函数。把归一化的比例与梯度的范数重新合在一
起，有

∥g∥ e−h = ∥g∥ wβ/2
a w

(1−β)/2
b = ∥Pag∥β ∥Pbg∥1−β . (8.1)

于是差分项可以并入一个只依赖于当前点的显式函数。我们随后关于 Lyapunov函数的预印本 [36]
单独展开了这一想法，并用它对谱为有限集的情形给出了 R-线性收敛的另一个证明。
本节采用与前文一致的编号：g0为初始梯度，g1为首步之后的梯度，从 k = 1起每一步的步

长都由 gk−1 算出。记 Λ = Λ(g0)，设它至少含两个点，且 g1 在端点 a、b上的分量仍不为零。对
BB1、BB2和其他权函数固定且为正的步长规则，步长的倒数 τk = 1/ηk都是 Λ(gk−1)中各特征值
的加权平均，权都为正。由于两个端点上的分量都不为零，a < τk < b，从而

Pagk+1 =

(
1− a

τk

)
Pagk ̸= 0, Pbgk+1 =

(
1− b

τk

)
Pbgk ̸= 0.

由归纳法，首步之后两个端点上的分量一直不为零；中间的分量仍可能被消去。所以端点及相应
的投影可以固定下来，不必每一步重新定义函数。
定义

V (x) = ∥Pa∇f(x)∥
2b
a+b ∥Pb∇f(x)∥

2a
a+b . (8.2)

它是误差 x− x∗的二次正齐次函数。记

Da,b(u) = log ca,b − β log
u− a

u
− (1− β) log

b− u

u
≥ 0.

把两个端点分量的更新式直接代入，得到精确的下降关系

V (xk+1) =

(
τk − a

τk

)2β (b− τk
τk

)2(1−β)

V (xk)

= c 2a,be
−2Da,b(τk)V (xk) ≤ c 2a,bV (xk), k ≥ 1.

(8.3)
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由于首步之后两个端点分量都不为零，V (xk) > 0，而且每一步都严格下降；函数值和梯度范数的
反弹并不影响这种单调性。逐步相乘还得到

V (xk) = c
2(k−1)
a,b exp

(
−2

k−1∑
i=1

Da,b(τi)

)
V (x1).

超出临界因子 ca,b的那部分收敛速度，体现在 Da,b的累积和中。
同时也要说明它的局限。V 依赖于 H 的特征投影和 g0 的谱端点，不能在不知道谱信息时直

接用作停止准则；若某个端点上的分量为零，V 就可能为零而梯度不为零，所以 V 不是正定函数，
与 ∥g∥2 不等价。即使沿这条轨道 V 始终为正，也不能由 V → 0直接推出整个梯度按 ca,b 衰减。
下降关系本身只用到步长的倒数在 (a, b)中；BB方法步长滞后的特点，还体现在这些步长怎样由
状态决定，以及整个归一化系统怎样演化。

8.2 指数的选取
这两个指数由下面的极小化问题确定。考虑函数族

Vβ(x) = ∥Pag(x)∥2β ∥Pbg(x)∥2(1−β) , 0 < β < 1.

若某一步步长的倒数为 u ∈ [a, b]，则经过这一步，√Vβ 变为原来的 Rβ(u)倍，其中

Rβ(u) =

(
u− a

u

)β (b− u

u

)1−β

.

对 u求导可知最大值点为

u∗β =
ab

b(1− β) + aβ
, Γ(β) := max

u∈[a,b]
Rβ(u) =

(b− a)ββ(1− β)1−β

bβa1−β
.

再关于 β 求最小值：
d

dβ
logΓ(β) = log

aβ

b(1− β)
,

d2

dβ2
logΓ(β) =

1

β
+

1

1− β
> 0.

因此使最坏的单步因子最小的指数是唯一的，即 β∗ = b/(a+ b)，相应的最小值为 Γ(β∗) = ca,b。这
既解释了式 (8.2)中不对称的指数，也说明最优的单步因子恰为同一个常数 ca,b。唯一性只限于上
面这个函数族，不能推广为在所有 Lyapunov函数中唯一最优。

如果简单地取对称的指数 β = 1/2，由上面的公式得 Γ(1/2) = (b− a)/(2
√
ab)，它比 ca,b 大，

而且可能大于 1，因此不能保证每一步都下降。两个端点在乘子中的地位并不对称，选取不对称
的指数，就是为了补偿这种差别。上面是对指数 β极小化“步长倒数取遍 [a, b]时单步因子的最大
值”；这并不意味着每条轨道都会反复取到最坏的步长；实际取到哪些步长，由 BB方法的状态决
定。

8.3 端点分量为零时的处理
由于 V 不是正定的，需要把使 V 为零的边界也纳入分析。在有限的下标集 I 上沿用式 (7.5)，

定义有限步的乘子（终止后取零）

R0(χ) = 1, Rn+1(χ) =

r(χ)Rn(Tχ), r(χ) > 0,

0, r(χ) = 0.
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尽管 T 在迭代终止的状态处是奇异的，Rn却在整个紧空间XI 上连续。这可以用归纳法证明：记
MI = max{1,maxXI

r}，在迭代终止的状态附近

0 ≤ Rn+1(χ) ≤Mn
I r(χ) −→ 0;

在不终止的点处，则由 T 的连续性和归纳假设中Rn的连续性即得。考虑有限步乘子而不是归一
化映射本身，就避开了归一化映射在迭代终止的状态处不连续的困难。
令 ψI(w) = wβ∗

a w
1−β∗
b ，则 V (x) = ∥g(x)∥2 ψI(w)。对不终止的轨道段，端点不等式在边界上

仍然可用，得
Rn(χ)

2ψI(wn) ≤ c2nI ψI(w0). (8.4)

对下标集归纳，要证明的是：对每个非空的有限集 I，存在 LI ≥ 1和 qI ∈ (0, 1)，使

min
1≤ℓ≤LI

Rℓ(χ) ≤ qI (χ ∈ XI). (8.5)

也就是说，从每个状态出发，都能在某个不超过 LI 的步数内收缩，但不要求同一个步数对所有状
态都适用。

I 只含一个下标时，迭代一步就终止，归纳的起点成立。假设 I 的所有真子集都已有上述性
质。考虑端点分量为零的边界 BI = {(w, z) : wawb = 0}：若当前点不终止，记 J = suppw，则
J ⊊ I，且下一个状态的两个分布都集中在 J 上。先至多放大MI 倍，再反复使用 J 上的有限步收
缩，就能使乘子小于 1/2。真子集只有有限个，所以可以取一个一致的步数上界 LB。由有限步乘
子的连续性，

UB =

{
χ : min

1≤ℓ≤LB

Rℓ(χ) <
1

2

}
是整个 BI 的一个开邻域。这样，端点分量为零的边界由低维情形的结论控制。

若某个初始状态 χ使对所有 n都有Rn(χ) ≥ 1，则由式 (8.4)，ψI(wn) → 0。由于XI \UB 是
紧的，且与 ψI 的零点集不相交，从某一步起轨道必定一直留在 UB 中。此后可依次取长度不超过
LB、乘子小于 1/2的轨道段，于是

Rtj (χ) ≤ Rt0(χ)2
−j −→ 0,

矛盾。所以从每个初始状态出发，都会在某个步数内收缩。开集 {Rn < 1}（n ≥ 1）覆盖了紧空间
XI；取有限子覆盖，令 LI 为其中最大的 n，再由连续性和紧性，min1≤ℓ≤LI

Rℓ在XI 上的最大值
qI 小于 1，这就得到了式 (8.5)。

仅仅知道从每个状态出发都会在某一步收缩，还不足以得到线性收敛：如果所需步数随状态
无限增大，或者收缩因子可以任意接近 1，就无法得到关于迭代次数的几何收敛速度。有限步乘子
的连续性和状态空间的紧性排除了这两种情况。之后还要补上每段之内放大倍数的上界，结论才
对整个序列成立，而不只是对每段的端点成立。

把这些长度不同的段接起来，到第 j段末端，范数至多变为原来的 qjI 倍，每段之内至多放大
MLI

I 倍，于是

∥g1+n∥ ≤ CIρ
n
I ∥g1∥ , ρI = q

1/LI

I < 1, CI =MLI
I q−1

I .

权函数固定且为正的情形，可以用前面的变量替换化为这一情形。这给出了首步之后整个序列的
R-线性收敛；这里的 ρI 由紧性得到，不能把它当成第 7节的精确常数 cI。两种论证的目的不同：
对下标集的归纳说明，单调量退化时迭代为什么仍然收敛；遍历论证则进一步确定了所有轨道的
最坏渐近收敛因子。
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8.4 一个例子
取预印本中已有的二维例子 [36]：

H = diag(1, 10), x∗ = 0, g0 = (1, 2)T, η0 =
5

41
, g1 =

(
36

41
,−18

41

)T
.

从 k = 1起，按式 (7.4)作 BB1迭代。两个端点是 a = 1、b = 10，于是
Vk = |(gk)1|20/11 |(gk)2|2/11 ,

Vk+1

Vk
≤ 81

121
.

图 3画的就是预印本数表中的这条轨道。记Fk = f(xk)−f(x∗)，按本报告的编号，F4/F3 ≈ 1.49217、
F5/F4 ≈ 6.55229，而 F10/F9 ≈ 80.9996；这几步中梯度范数也上升了。与此同时，Vk 每一步都下
降，这与式 (8.3)一致。

1 2 3 4 5 6 7
迭代次数 k

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

102

相
对

于
 k
=
1 

时
的

值

Fk/F1 ‖gk‖2/‖g1‖2 Vk/V1

图 3 预印本中二维 BB1例子的前七个迭代点。初值、首步步长和此后的迭代如正文所述；本报告
的编号 k = 1, . . . , 7对应原数表的第 0, . . . , 6行。三条曲线分别为 Fk/F1、∥gk∥2 / ∥g1∥2和 Vk/V1，
纵轴为对数坐标。函数值误差和梯度范数都有反弹，Lyapunov函数 Vk 逐步下降。数据按原递推
式以高精度重新计算，只画出这一条轨道；全部十一行见表 3。

表 3 同一例子的全部十一行数值。行号比原表整体加一；Fk = 1
2g

T
kH

−1gk，数值取六位有效数
字。

k Fk ∥gk∥ Vk

1 0.395122 0.981688 0.679680

2 0.297661 0.776970 0.407264

3 0.125892 0.554124 0.216556

4 0.187852 1.92985 0.00682321

5 1.23086 4.96021 0.00362813

6 6.08979× 10−4 0.0351434 8.33213× 10−4

7 4.92497× 10−4 0.0313846 1.15605× 10−4

8 7.28493× 10−6 0.00381705 3.64247× 10−6

9 1.40686× 10−11 1.67741× 10−5 7.25694× 10−23

10 1.13955× 10−9 1.50967× 10−4 5.34610× 10−33

11 7.64263× 10−36 4.31747× 10−18 1.31467× 10−35
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这个例子说明，在函数值和梯度范数反弹时，确实有一个逐步下降的量。分解式 (7.8)中的差
分项去掉归一化以后，就成为当前点的函数 V；V 的零点集又指出了证明中必须处理的边界情形。
对下标集的归纳不能直接用于连续谱，这里也没有给出一般非二次函数的全局单调量；这些问题
和已有推广的条件，留到下一节讨论。

9 比较、推广与展望
9.1 几种分析方法的比较

状态锥的方法和分量比例的方法，保留的是同一个算法的不同信息。前者把梯度的大小留在
状态里，用连续的正齐次映射研究原点的稳定性；后者把范数分离出来，写成各步因子的乘积，在
紧的归一化状态空间上研究长期平均增长率的最大值。前者由所有状态都趋于零得到某个一致的
几何上界，后者进一步确定这个上界中最优的因子。第 8节的 Lyapunov函数则把归一化的分解式
重新写成原变量上的下降关系。它们之间的关系可以概括为表 4。

表 4 本报告中的几种分析对象及其作用。

对象 主要工具 得到的结论
连续轨道与能量 时间缩放、微分方程与耗散恒等式；另

需控制离散误差
加速机制、连续时间的收敛速度，以及
构造离散能量的线索

状态锥 有限维带来的紧性、连续性、正齐次性；
从每个状态出发都收敛

有限步内的一致收缩，R-线性收敛（常
数只证明了存在）

相邻两步的分量比例 精确的迭代关系、端点不等式给出的分
解式、回复定理、带奇异集的半一致遍
历定理

所有 BB轨道的最坏渐近收敛因子

Lyapunov函数
（第 8节）

端点不等式（要求端点分量始终不为零、
步长倒数在 (a, b)中）

显式的一步下降关系；整个序列的收敛
还需处理端点分量为零的情形

连续模型和离散模型都可以研究谱的作用，也都可以使用 Lyapunov 函数；两者的差别在于
针对当前问题保留哪些信息、对哪种极限作估计。低分辨率微分方程研究小步长下有限时间内的
轨道；高分辨率微分方程保留更高阶的修正；离散迭代本身则直接描述给定的算法及其长期行为。
Wibisono、Wilson与 Jordan以及Wilson、Recht与 Jordan的研究也表明，从连续时间的机制出发
设计离散算法时，离散能量的性质仍需单独证明 [32, 33]。

9.2 Hilbert空间中的推广
Azmi与 Kunisch[3, 4]已经把 BB方法的收敛分析推广到 Hilbert空间和偏微分方程约束的优

化问题。我们关于最坏收敛因子的工作 [37]进一步考虑由有界、自伴、一致正定的算子 A（0 <

mI ≤ A ≤ LI）定义的二次问题。记 EA为 A的谱分解（投影值测度），对非零的 g，定义谱测度

νg(B) =
∥EA(B)g∥2

∥g∥2
.

取K = spec(A)，记 P(K)为K 上的概率测度全体。由相邻两步的谱测度组成的状态仍满足一个
自治的递推，状态空间 P(K)×P(K)在弱拓扑下是紧的。这里不能照搬有限维中单位截面在范数
拓扑下的紧性（参见第 5.1小节末的例子）。
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记 [a, b]为包含 supp νg0 的最小闭区间。连续谱的端点上不一定有原子，所以 log νg({a})一般
没有意义。证明中用左右端点附近一小段谱的测度代替端点上的分量，对固定的长度用回复定理，
再令长度趋于零。得到的渐近收敛因子的上界仍是 (b − a)/(b + a)；首步步长按 BB公式计算时，
一致上界中最优的因子由算子整个谱的端点确定。用固定的权作变量替换时，还要求权函数在谱
上有正的上界和下界，以保证变换有界可逆。
“一致上界中的因子不能更小”与“每个算子都有达到这个因子的轨道”是两个不同的结论。

取谱测度集中在两个端点附近的初值，可以使轨道在任意给定的有限步内任意接近平衡状态，这
足以说明不存在更小的一致因子；但这个论证本身并不保证存在渐近收敛因子恰好等于这个值的
轨道。预印本中有一个纯连续谱的例子：在 L2([a, b])上令 A为乘法算子 (Ag)(λ) = λg(λ)，BB1
迭代取 g0 ≡ 1，首步步长按 BB公式计算，则

∥gk∥
∥g0∥

=
ck√

2k + 1
, c =

b− a

b+ a
.

它的渐近收敛因子为 c，但并不是精确的几何下降。这个例子也说明，像 1/
√
2k + 1这样的多项

式型因子不影响渐近收敛因子，却可能影响有限步的表现。

9.3 非线性问题的局部结果
对非二次的目标函数，关于最坏收敛因子的预印本证明的是局部结果。记 G = ∇f，并设

G(x∗) = 0。所需的主要条件是 G在 x∗处严格 Fréchet可微，即存在有界、自伴、一致正定的H∗，
使

δ(r) := sup
x ̸=y

x,y∈Br(x∗)

∥G(x)−G(y)−H∗(x− y)∥
∥x− y∥

−→ 0. (9.1)

这个条件控制了邻域内所有的两点割线，比只要求在 x∗ 处可微要强；f ∈ C2 且 Hesse矩阵在 x∗

处按算子范数连续，就足以保证它成立，不需要 Hesse矩阵局部 Lipschitz连续。记

m∗ = min spec(H∗), L∗ = max spec(H∗), c∗ =
L∗ −m∗
L∗ +m∗

.

全程使用 BB1或全程使用 BB2时，对每个 γ ∈ (c∗, 1)，都有相应的半径 rγ > 0和一致的常数 Cγ：
从球 Brγ (x∗)内任意两个不同的初始点出发，迭代都有定义并停留在 x∗的一个邻域内，误差有形
如 Cγγ

k 的局部几何上界（以两个初始点的误差为基准）。对有定义且收敛到 x∗ 的轨道，也有相
应的渐近收敛因子的上界 [37]。

证明并不是把二次函数的结果形式地套到 H∗ 上。需要先对以 H∗ 为 Hesse矩阵的二次模型，
证明首步步长属于某个紧区间时的一致上界；再在梯度第一次小于某个阈值之前控制割线的分母，
在固定的有限步内跟踪二次模型的轨道；最后在小邻域内分段重新启动。这样，二次模型上的结
论才能转移到原来的非线性迭代。这个结论不包括初始点离 x∗ 很远时的全局收敛；当 c∗ = 0时，
渐近收敛因子为零，表示比任意固定的几何速度都快，但不能由此断言迭代是 Q-超线性收敛的。

9.4 进一步的问题
这次阅读的一个体会是：动力系统的工具是否有效，取决于所选的状态是否与算法的结构相

匹配。以 LMSD为例，单个 Ritz值在降秩的极限中难以控制，一组步长的乘子多项式却可以写成
行列式之比，进而写成凸组合；以 BB方法为例，某一步范数变大，使直接的收缩估计失效，端点
不等式给出的分解式却能控制最坏的长期平均。
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首先，按精确秩计算与实际中按数值秩阈值截断之间还有距离。现有的 LMSD定理针对的是
保留历史矩阵全部列空间的算法；按数值阈值删列会改变这个空间和乘子，需要把截断误差放进
状态，或者建立误差逐组累积时仍可控制的扰动估计。
其次，用固定的权作变量替换，可以解释 BB1、BB2和其他固定正权的步长规则共同的渐近

性质，但不包括权随迭代变化或任意切换的情形。若要推广，需要研究各规则共同的不变量、把
切换信息放进状态，或者研究联合谱半径一类的长期增长率。对 LMSD来说，现有的 R-线性收敛
框架只证明了一致因子的存在，p > 1时最优因子的显式值尚未确定。

最后，第 8节的 Lyapunov函数表明，函数值不单调时，仍然存在可以利用的单调下降量；但
它依赖于特征投影，在端点分量为零处退化。按其他特征值子集构造、更容易计算的类似组合，对
特征值估计误差不敏感的替代函数，以及非二次问题中的局部 Lyapunov 函数，都值得进一步研
究。推广时应当保留两个要求：函数的下降能够由实际的迭代公式验证；它为零的边界也要单独
控制。
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