
R-linear convergence of the Barzilai and Borwein gradient method
Y.-H. Dai & L.-Z. Liao, IMA J. Numer. Anal., 22(1): 1–10, 2002

杨书泰
最优化算法汇报展示

中国科学技术大学 数学科学学院

2026 年 5 月



大纲

1 基本信息

2 问题与动机

3 算法设计与核心证明思路

4 假设的必要性讨论

5 数值实验: 复现与解读

6 个人见解: 亮点、缺陷、与我的两个改进

7 参考文献与延伸阅读

8 总结



大纲

1 基本信息

2 问题与动机

3 算法设计与核心证明思路

4 假设的必要性讨论

5 数值实验: 复现与解读

6 个人见解: 亮点、缺陷、与我的两个改进

7 参考文献与延伸阅读

8 总结



论文与汇报人

论文信息
题目 R-linear convergence of the Barzilai and Borwein gradient method
作者 Yu-Hong Dai (戴�虹), Li-Zhi Liao (廖立志)
单位 中科院计算数学所 (戴); 香港浸会大学 (廖)
期刊 IMA Journal of Numerical Analysis, 22(1): 1–10
年份 2002 (投稿 1999.09, 终稿 2001.04)
引用数 600+ (Google Scholar); 本领域里程碑文献之一

汇报人
姓名 杨书泰

学院 数学科学学院
年级 大四
分工 选题、文献阅读、理论梳理、数值复现、Beamer 制作 (独立完成)

选题动机: 论文是 BB 法 R-线性收敛的奠基性结果, 也是我个人毕设的主要前置工作之一。

基本信息 问题与动机 算法与核心思路 假设的必要性 数值复现 个人见解 参考文献与延伸 总结 Backup BB 法 R-线性收敛 杨书泰 4/39



大纲

1 基本信息

2 问题与动机

3 算法设计与核心证明思路

4 假设的必要性讨论

5 数值实验: 复现与解读

6 个人见解: 亮点、缺陷、与我的两个改进

7 参考文献与延伸阅读

8 总结



问题与 BB 步长的诞生

优化问题:严格凸二次最小化minx∈Rn f(x) = 1
2
xTAx − bTx, A = AT ≻ 0, A ∈ Rn×n。

梯度迭代: xk+1 = xk − α−1
k gk, gk = Axk − b。问题归结到:如何选择步长 αk?

Barzilai & Borwein (1988) 的拟牛顿动机:把 Dk = αkI 视作 Hessian 的标量近似, 要求满足割线条件
Dksk−1 ≈ yk−1, 即

Dk = arg min
D=αI

∥Dsk−1 − yk−1∥2 =⇒ αk =
sT

k−1sk−1

sT
k−1yk−1

其中 sk−1 = xk − xk−1, yk−1 = gk − gk−1。
为什么有意思?在二次模型下,yk−1 = Ask−1, 所以

αk =
sT

k−1sk−1

sT
k−1Ask−1

=
gT

k−1gk−1

gT
k−1Agk−1

∈ [λ1, λn]

是 A 在前一步梯度处的 Rayleigh 商 ——αk 扫过 [λ1, λn], 自适应锁定不同尺度的特征值。

实验观察 (BB 1988, Fletcher 1990): BB 在数值上远比 Cauchy 最速下降快, 与 CG 可比。
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BB 法为何“反直觉”地有效?

反直觉的特点:
▶ 无单调下降:f(xk+1) 经常大于 f(xk), 看上去“违背常识”。
▶ 步长出乎意料地大:αk ≈ 1/λi 对某些 i, 不一定是 1/λn (最速下降)。
▶ 算法本身极简: 每步只多算一个内积。

直觉图像:在二维 f(x) = 1
2 (10x21 + x22) 上,

▶ Cauchy SD: 被大特征值方向“拖死”, 出
现 Z 字形锯齿;

▶ BB: 步长在两个方向间自适应交替, 几步内
突破。

x∗

x0

Cauchy
BB

已有的全局化与推广:
▶ Raydan (1997): BB + Grippo–Lampariello–Lucidi 非单调线搜索 ⇒ 一般非线性全局收
敛, 数值上与 CG 可比;

▶ Birgin–Martínez–Raydan (2000):推广到凸约束 (SPG, Spectral Projected Gradient);
▶ Liu–Dai (1999):与随机近似结合处理强噪声问题。
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已有收敛结果与本文要解决的痛点

文献 结果 假设/局限

Barzilai–Borwein 1988 n = 2: R-超线性 仅二维
Raydan 1993 n 维: gk → 0 无收敛速率
Molina–Raydan 1996 n 维: Q-线性收敛 要求 λn < 2λ1 (即 κ < 2)

Dai–Liao 2002 (本文) n 维: R-线性收敛 无附加条件

为什么 κ < 2 的限制是“致命”的?实际工程问题条件数动辄 104 ∼ 108, 该假设几乎从未被满足。
R-线性 vs Q-线性:

▶ Q-线性: ∥gk+1∥ ≤ ρ ∥gk∥, 要求每步严格收缩。
▶ R-线性: ∥gk∥ ≤ Cρk ∥g0∥, 允许震荡但有指数包络。
▶ BB 在数值上明显震荡 (∥gk∥ 非单调) ⇒ R-线性才是“正确”的描述。

本文目标:在最弱的假设 (严格凸二次, 无附加条件) 下, 把 Raydan 1993 的定性收敛加强为定量速率。
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算法伪代码与递推关键式

算法 (BB Gradient Method)
Input: A, b, x0, x1 (两个初值) ; tol
For k = 1, 2, . . . do

1. gk = Axk − b;如果 ∥gk∥ < tol, 返回 xk
2. sk−1 = xk − xk−1, yk−1 = gk − gk−1

3. αk =
sT

k−1sk−1

sT
k−1yk−1

(BB 步长)

4. xk+1 = xk − α−1
k gk

核心观察 (论文 §2):
由 gk = Axk − b, 梯度递推:

gk+1 =
1

αk
(αkI − A)gk

Rayleigh 商性质:αk =
gT

k−1Agk−1

gT
k−1gk−1

, 因

而λ1 ≤ αk ≤ λn对所有 k。

谱分解视角:设 A = Q diag(λ1, . . . , λn)QT,把梯度按特征向量展开:

gk =
n∑

i=1

dk
i vi, dk+1

i =
(
1− λi

αk

)
dk

i .

关键: 每个特征向量方向的分量 dk
i 满足独立的标量递推, 且乘子 |1− λi/αk| 由 αk ∈ [λ1, λn] 控制。
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第一引理: 单步放大上界

引理 2.1 (单步 δ-放大)
对所有 i = 1, . . . , n 与 k ≥ 1:

(dk+1
i )2 ≤ δ2(dk

i )
2, ∥gk+1∥2 ≤ δ ∥gk∥2 , δ =

λn
λ1

− 1 = κ− 1.

证明的关键不等式: |1− λi/αk| ≤ max(1− λ1/λn, λn/λ1 − 1) = δ.
▶ 若 λi ≥ αk:|1− λi/αk| ≤ 1 ≤ δ (δ ≥ 1 时);
▶ 若 λi < αk:λi/αk ≤ λn/λ1, λi/αk − 1 ≥ 1− λn/λ1.

两种局面:
▶ δ < 1 时 (κ < 2): ∥gk+1∥ ≤

√
δ ∥gk∥ 已是 Q-线性 ⇒ 重现 Molina-Raydan 1996 的结果。

▶ δ ≥ 1 时 (κ ≥ 2):引理 2.1 只给出非膨胀界, 不直接给出收缩。真正的难点在此。
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核心证明思路: 对低频分量逐层“压制”

δ ≥ 1 时怎么办?关键策略 (Dai-Liao 的核心想法):逐个特征值方向归纳地证明分量衰减。

引理 2.4 (统一减半步数)
存在仅依赖于 λ1, λn 的正整数 m, 使得 ∥gk+m∥ ≤ 1

2
∥gk∥,∀k ≥ 1.

归纳思路 (论文 §2 引理 2.2–2.3):记 D(k, l) =
∑l

i=1(dk
i )

2, 对 l 归纳证明

D(k + j, l) ≤ εl ∥gk∥2 , ∀j ≥ ml, εl =
1
4
(1 + 2δ4)l−n, ml 递归定义.

为什么归纳能 work?如果对 i ≤ l 已经有 dk
i 足够小, 则

αk+1 =

∑
i(dk

i )
2λi∑

i(dk
i )

2
≈

∑
i>l(dk

i )
2λi∑

i>l(dk
i )

2
≥ λl+1

⇒ αk+1 “被高频拽到至少 λl+1”⇒ |1− λl+1/αk+1| ≤ c = 1− λ1/λn < 1 ⇒ dk+1
l+1 开始收缩!

要点: Rayleigh 商自适应地选取步长, 一旦低频已经小, 步长就被推到对应高频的近 1/λ, 启动该频道的
收缩。这就是 BB 法自动谱适应的精髓。
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引理 2.2–2.3 的归纳细节

设置: c = 1− λ1/λn ∈ [ 1
2
, 1) (当 δ ≥ 1), D(k, l) =

∑
i≤l(dk

i )
2.

引理 2.2:假设对前 l 个分量已有控制 D(k + j, l) ≤ εl ∥gk∥2 (j ≥ ml), 则∃ j0 ∈ [ml,ml +∆l + 1] 使

(dk+j0
l+1 )2 ≤ 2εl ∥gk∥2 , ∆l =

⌈ log(2εlδ−2(ml+1))

2 log c

⌉
.

核心想法:若 (dk+j
l+1)

2 > 2εl ∥gk∥2 对所有 j ∈ [ml,ml +∆l], 则

αk+j+1 ≥
λl+1(dk+j

l+1)
2

εl ∥gk∥2 +
∑

i>l+1(d
k+j
i )2

≥ 2
3
λl+1

⇒ |1− λl+1/αk+j+1| ≤ c < 1 ⇒ (dk+j+2
l+1 )2 ≤ c2(dk+j+1

l+1 )2 ⇒ 连续 ∆l 步收缩使 (dl+1)
2 跌破 2εl ∥gk∥2, 矛盾。

引理 2.3:在 j0 后, 一旦 (dk+j+1
l+1 )2 > 2εl ∥gk∥2 又发生, 立即触发 c2-收缩, 在 j2 步内回落到 2εl 以下。中间最多

被 δ2 单步放大两次, 故 (dk+j
l+1)

2 ≤ 2δ4εl ∥gk∥2 对 j ≥ ml +∆l + 1。

合成 (引理 2.4): εl =
1
4
(1 + 2δ4)l−n, ml 累加 ∆j, 最终 m = mn 使 εn = 1

4
, 即 ∥gk+m∥2 ≤ 1

2
∥gk∥2。m 与 c2 都

仅依赖 λ1, λn, 与 n、初值都无关。
常数大小:粗估 m ∼ n∆l ∼ nκ logκ, 极保守。这是论文末尾承认速率不紧的根源。
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主定理与最终估计

从引理 2.4 到 R-线性收敛:有了 ∥gk+m∥ ≤ 1
2
∥gk∥, 配合引理 2.1 桥接 m 步内的非膨胀性:

定理 2.5 (Dai-Liao 2002, BB 的 R-线性收敛)
设 f 是严格凸二次, {xk} 是 BB 法生成的序列。则要么 gk = 0 对某有限 k 成立, 要么 {∥gk∥} R-线性
收敛到零:

∥gk∥ ≤ c1 ck
2 ∥g1∥ , c1 = 2δm−1, c2 = 2−1/m ∈ (0, 1).

推论 (论文 §3):
▶ BB 法对一般非线性问题局部 R-线性收敛 (通过比较 xk 与“等价二次”f̂ 的迭代轨道);
▶ GLL 非单调线搜索的步长 αk 最终被完全接受 (Dai 2002), 与 Raydan 1997 的数值观察吻合。

速率与条件数的关系 (论文 §3 后半): δ = κ− 1, m ≈ O(κ logκ), c2 = 2−1/m → 1 当 κ → ∞。
速率上界随 κ 增大而趋于 1 ⇒ 解释“BB 在病态问题上变慢”, 但论文坦言此估计是否能定量改进至
接近 BB 实际表现, 仍是开放问题。
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为什么假设是必要的?

论文中的假设: A = AT ≻ 0 (严格凸二次)。
(i) 去掉“对称”: yk−1 = Ask−1, 分母 sT

k−1Ask−1 = sT
k−1 sym(A)sk−1 只反映对称部分。Rayleigh 商性

质 αk ∈ [λ1, λn] 失效 ⇒ 引理 2.1 的 δ-界塌陷, 证明从根上走不通。
(ii) 去掉“正定”: A 不定 ⇒ f 无下界,xk 可发散到 ∞;A 半定 ⇒ αk 的分母可为 0, 步长无定义。
(iii) 去掉“二次”:

▶ 非线性时 yk−1 ̸= Ask−1, Rayleigh 商身份不成立, αk 可超出 [λ1, λn];
▶ Burdakov-Dai-Huang 2019: strongly convex 非二次函数上,纯 BB 可陷入 4 周期循环 ⇒ 必须
配合非单调线搜索。

论文的处理 (§3): Taylor 展开为等价二次 f̂(x) = f(x∗) + 1
2
(x − x∗)T∇2f(x∗)(x − x∗), 比较 {xk} 与

{x̂k}, 配合 GLL 全接受 (Dai 2002) ⇒ 二次的 R-线性局部传递到一般非线性。
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数值实验: 用 LMSD R-线性包络间接验证

论文本身无数值实验 (纯理论)。Curtis-Guo 2018 把 Dai-Liao 2002 直接推广到 LMSD, 故 LMSD 的 R-线性包络
实验是本文结论在更大方法族上的间接经验验证。下述实验来自毕设 §7。

实验设置 (毕设 §7.1):
▶ H = diag(λ1, . . . , λn), 特征值在 [1, κ] 上对数等距;
▶ 初值

g(i)
0 = sin(0.37i) + 0.3 cos(1.17i) + 0.5 sin(0.11i) + 1;

▶ 终止 ∥gk∥ / ∥g0∥ ≤ 10−8;p ∈ {4, 8},ω(t) ∈ {1/t, 1, t}。

三组实验:
(E1) 多配置下绘 log ∥gk∥ 曲线 ⇒ 可视化上包络;
(E2) 与 BB1/BB2、CG 对比 ⇒ 实证 LMSD 速度优势;
(E3) 最小二乘拟合 log ∥gk∥ ∼ k 得ρ̂, 与 c2、1− 1/κ 对比

(见下一页)。

(E2) 迭代数 (毕设表 7.2):

方法 对角 n=30 稠密 n=20
κ=500 κ=100

CG (Krylov 基线) 45 21
BB1 / BB2 269/272 119/111
LMSD (ω≡1, p=4) 187 88
harm-LMSD (ω=t, p=4) 222 85
LMSD (p=10) 148 —

LMSD (p=4) 比 BB 快 ∼ 30%; p=10 再快 ∼ 20%。
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实验解读:LMSD R-线性包络与 ρ̂ 拟合

(E1) 现象 (毕设 §7.7):半对数轴下,∥gk∥ 剧烈震荡, 但上
包络近似为直线。这正是 R-线性 (而非 Q-线性) 的图像。

(E3) 经验速率拟合 (毕设表 7.6):
配置 (p=4, ω≡1) ρ̂ 1− 1/κ

n=30, κ=100 0.817 0.990
n=30, κ=500 0.902 0.998
n=30, κ=1000 0.941 0.999
n=40, κ=1000 0.956 0.999

108 次拟合: ρ̂ 中位数 ≈ 0.87, 全部 ρ̂ ∈ [0.78, 0.96]。

0 50 100 150 200
gradient evaluation k

10 9

10 8

10 7

10 6

10 5

10 4

10 3

10 2

10 1

100

g k
/g

0

(a)  n = 30, p = 4, = 500
(t) = 1/t ( = 0.9013)

1 ( = 0.9016)
(t) = t ( = 0.9113)

0 100 200 300 400
gradient evaluation k

10 9

10 8

10 7
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10 5

10 4

10 3

10 2

10 1

100

g k
/g

0

(b)  n = 40, p = 4, = 1000
(t) = 1/t ( = 0.9364)

1 ( = 0.9583)
(t) = t ( = 0.9286)

毕设图 7.4 (n = 30, κ = 500, p = 4)。半对数下原始轨迹震荡, 上包
络近似直线。

解读:论文 R-线性证明对应的图象就是 虚线包络。震荡 ̸= 不收敛, 而是 BB/LMSD 自适应谱信息的副产品。关
键发现:所有 ρ̂ 都远小于 Dai-Liao c2 与 Li-Sun 1− 1/κ, 与下一节“紧速率 (κ− 1)/(κ+ 1)”同阶。
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亮点与潜在缺陷

亮点:
▶ 证明极简: 仅靠 Rayleigh 商区间 [λ1, λn] 与基本归纳法, 无高阶工具;
▶ 结论强: 严格凸二次 + 无附加假设 ⇒ R-线性, 移除 Molina-Raydan κ < 2 限制;
▶ 开启 LMSD 系列:Fletcher 2012 / Curtis-Guo 2018 / Ferrandi-Hochstenbach 2025 全部建立在本
文之上;

▶ 为非线性局部分析铺路:Taylor 比较 + GLL 全接受是后续 BB 局部 R-线性的范式。

潜在缺陷与公开问题:
▶ 速率不紧:Dai-Liao 给 c2 = 2−1/m,m ∼ O(κ logκ)。论文末尾承认:BB 优于 SD 的理论证据, 仍是
开放问题。

▶ 证明缺乏几何/动力学解读: 四个引理的 εl、ml 都是递推定义的巨大常数, 难以推广到 LMSD 等
“块映射”方法;

▶ 依赖二次精确性:Rayleigh 商身份在非二次情形不成立, 局部 R-线性需 GLL 全接受作额外桥梁。

基于以上, 我提出两个改进方向 (毕设独立完成的工作):
(A) 用闭锥连续正齐次映射给一个 1 页证明, 可推广到 LMSD 整个家族;
(B) 用动力系统 + 遍历优化解决“BB 最紧渐近速率”公开问题, 答案是 (κ− 1)/(κ+ 1)。
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改进 (A) 1/5: 主工具——闭锥连续正齐次映射原理

核心观察:谱梯度方法的步长函数对整体缩放是零次齐次的 (β(tu) = β(u), t > 0) ⇒ 块映射 T : Ω → Ω 连续、一
次正齐次; 且许多谱方法已有逐点收敛性 (Raydan 1993)。

引理 (毕设引理 2.2 / 统一有限步收缩原理)
设 X 有限维赋范, Ω ⊂ X 闭锥, T : Ω → Ω 连续、一次正齐次。若 Tk(x) → 0 对每个 x ∈ Ω 成立, 则统一存
在C > 0, ρ ∈ (0, 1) 使 ∥∥∥Tk(x)

∥∥∥ ≤ Cρk ∥x∥ , ∀x ∈ Ω, ∀k ≥ 0.

这个引理为何关键?它把“逐点收敛 Tk(x) → 0”自动升级为“统一R-线性 + 显式速率”, 且不依赖具体算法、不
需逐项归纳; 同一引理同时覆盖 BB、LMSD、harmonic-LMSD、ω-加权 Ritz-sweep 全家族。
证明的核心想法:用紧覆盖技巧把“逐点收敛”升级为统一减半步数 N0, 再用正齐次性把“减半”传到整个 Ω。
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改进 (A) 2/5: 证明——紧覆盖 + 统一减半

证明分五步。设 SΩ := Ω ∩ {∥x∥ = 1} (有限维 + 闭 ⇒ SΩ 紧)。
(i) 紧致 + 局部减半.∀x ∈ SΩ, 由 Tk(x) → 0 取 nx ∈ N 使 ∥Tnx (x)∥ < 1

2
。由 Tnx 连续, x 在 SΩ 中有开邻域 Ux

使 ∥Tnx (y)∥ < 1
2
对所有 y ∈ Ux 成立。

(ii) 有限覆盖 → 统一 N0. {Ux}x∈SΩ 是 SΩ 的开覆盖, 由紧性取有限子覆盖 Ux1 , . . . ,Uxr , 令 N0 := max1≤i≤r nxi .
对每个 y ∈ SΩ, y 落在某 Uxi 中, 故存在减半步数 m(y) := nxi ∈ {1, . . . ,N0} 使

∥∥Tm(y)(y)
∥∥ < 1

2
.

(iii) 统一 K 界.由 Tj (j ≤ N0) 连续 + SΩ 紧, 定义

K := max
{
1, supy∈SΩ ∥T(y)∥ , . . . , supy∈SΩ

∥∥∥TN0 (y)
∥∥∥} <∞.

由一次正齐次性Tj(tz) = tTj(z)扩展到整个 Ω:
∥∥Tj(z)

∥∥ ≤ K ∥z∥,∀z ∈ Ω, 0 ≤ j ≤ N0.
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改进 (A) 3/5: 证明完成——递归减半与桥接

(iv) 递归减半.固定 x ̸= 0, 递归构造 z0 := x, zq := Tmq (zq−1), 其中 mq := m(zq−1/ ∥zq−1∥) ∈ {1, . . . ,N0}. 由
一次正齐次性 + 步骤 (ii):

∥zq∥ = ∥zq−1∥ ·
∥∥Tmq (zq−1/ ∥zq−1∥)

∥∥ ≤ 1
2
∥zq−1∥ =⇒ ∥zq∥ ≤ 2−q ∥x∥ .

(v) 桥接到任意 k.记 sq :=
∑

j≤q mj ≤ qN0。对任意 k ≥ 1, 取 p 使 sp ≤ k < sp+1。由步骤 (iii) 及 k − sp < N0:

∥∥∥Tk(x)
∥∥∥ =

∥∥Tk−sp (zp)
∥∥ ≤ K ∥zp∥ ≤ K · 2−p ∥x∥ .

由 k < sp+1 ≤ (p + 1)N0 ⇒ p > k/N0 − 1, 代回得最终估计:

∥∥∥Tk(x)
∥∥∥ ≤ 2K

(
2−1/N0

)k ∥x∥ , C = 2K, ρ = 2−1/N0 ∈ (0, 1). □

回顾: (i) 局部减半 + (ii) 紧覆盖统一 → (iii) 一致 K 界 → (iv) 正齐次递归 → (v) 桥接任意 k。整证只用了紧致
性 + 连续性 + 正齐次性三件最朴素的工具。
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改进 (A) 4/5: 应用到 BB, 重证 Dai-Liao 主定理

状态空间 (两步梯度对).定义闭锥

ΩBB :=
{
(u, v) ∈ Rn×Rn : ∃α ∈ [1/λn, 1/λ1], v = (I − αH)u

}
.

BB 块映射.TBB(u, v) := (v, (I − β(u)H)v), β(u) := uTu/(uTHu) 是 H 在 u 处的 Rayleigh 商,零次齐
次 (即 β(tu) = β(u), t > 0)。
验证引理的三个条件 (一一对应):

(i) ΩBB 是闭锥:α 范围紧 + 极限封闭 + 0 ∈ ΩBB + 关于正缩放封闭;
(ii) TBB 连续、一次正齐次:β 零次齐次 ⇒ TBB(tu, tv) = tTBB(u, v),β 在 u ̸= 0 处连续 (原点处用

∥v∥ ≤ M0 ∥u∥ 控制);
(iii) T k

BB(Z) → 0: Raydan 1993 已证 gk → 0 ⇒ Zk = (gk, gk+1) → (0, 0) ——现成结论, 无须重证。

结论:引理直接给出 ∥Zk∥ ≤ Cρk ∥Z1∥, gk 是 Zk 的第一分量 ⇒ R-线性传递到 ∥gk∥。
⇒ Dai-Liao 主定理是该抽象引理的直接推论,证明从原论文 4 引理 + n 重归纳 + εl,ml,∆l 巨大常
数压缩到 3 行结构验证。
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改进 (A) 5/5:BB 应用的完整证明细节

ΩBB 是闭锥:若 (uk, vk) ∈ ΩBB, αk ∈ [1/λn, 1/λ1] 使 vk = (I − αkH)uk, (uk, vk) → (u, v). 区间紧 ⇒ 子列
αk → α ∈ [1/λn, 1/λ1], 取极限 v = (I − αH)u, 故 (u, v) ∈ ΩBB。锥性显然。 □
TBB 自映射: (u, v) ∈ ΩBB, u ̸= 0 ⇒ β(u) = uTu/(uTHu) ∈ [1/λn, 1/λ1] (Rayleigh 商), 故 (v, (I − β(u)H)v) 同样
满足闭锥定义中的 α 条件。 □
TBB 连续, 一次正齐次:

▶ β(tu) = β(u) (t > 0) ⇒ TBB(tu, tv) = tTBB(u, v), 一次正齐次;
▶ u ̸= 0 处 β 连续, 故 TBB 连续;
▶ 原点处: ∥v∥ ≤ M0 ∥u∥, ∥(I − β(u)H)v∥ ≤ M0 ∥v∥ ≤ M2

0 ∥u∥ → 0, 其中
M0 = maxα∈[1/λn,1/λ1] ∥I − αH∥ <∞。 □

T k
BB(Z) → 0: Raydan 1993 已证 gk → 0 ⇒ Zk = (gk, gk+1) → (0, 0)。 □

合并:引理 (毕设 2.2) ⇒ ∃C > 0, ρ ∈ (0, 1) 使 ∥Zk∥ ≤ Cρk ∥Z1∥。gk 是 Zk 的第一分量, 故 R-线性传递。 □

与原证明的区别:
▶ 原证明 (Dai-Liao): 4 个引理 + n 重归纳 + 复杂常数 εl,ml,∆l;
▶ 闭锥证明: 3 行验证 (ΩBB 闭锥 + TBB 连续正齐次 + Raydan 1993 逐点) + 引用引理。
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改进 (A) 的更广意义

推广能力 (毕设第 4 章):把同样范式应用于 LMSD 等“块方法”:
▶ LMSD (Fletcher 2012, p 步 Ritz): 状态为相容块端点梯度对 Zk = (gk,0, gk+1,0), 闭锥 Ωp 用乘
子多项式

∏p
ℓ=1(1− αℓt), αℓ ∈ [1/λn, 1/λ1] 刻画;

▶ harmonic-LMSD (Curtis-Guo 2018, ω(t) = t);整个 ω-加权 Ritz-sweep 族: 权重 ω(t) > 0 任
意。

与 Curtis-Guo 2018 的对比:他们需额外假设
∥∥R−1

k
∥∥ ≤ ρ ∥gk,1∥−1 (历史束最小奇异值控制), 称为

“non-degenerate”。
▶ 毕设实验 §7.4 显示: 真实 BB 轨道上, 1/µk := ∥gk,0∥ /σmin(Gk) 可4 个数量级爆破, 假设几乎从
未满足;

▶ 闭锥范式的关键改进: 把秩退化吸收为闭锥的边界, 通过乘子多项式参数化绕过 R−1
k 的不连续

性。

定理 (毕设 §4.5, 无条件 R-线性)
LMSD、harmonic-LMSD 及任意 ω-加权 Ritz-sweep 在严格凸二次问题上无条件 R-线性收敛, 速率仅
依赖于谱 [λ1, λn] 与历史长度 p。
设计哲学: Dai-Liao 用“分量归纳”刻画某种特殊结构; 闭锥范式表明结构的本质是“放缩齐次性 +
连续闭锥”, 自动给出 R-线性。
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改进 (B):BB 的最紧渐近速率

问题陈述 (毕设 §8.3, 公开问题):经典 BB1 + Cauchy 预热,

α0 =
gT
0g0

gT
0Hg0

, αk =
gT

k−1gk−1

gT
k−1Hgk−1

(k ≥ 1).

求最紧渐近速率 sup
x0

lim sup
k→∞

∥gk∥1/k =?

既有最好结果: Li-Sun 2021 改进为 1− 1/κ。但实验上速率明显比这两个都小

定理 (毕设 §8.3 定理 8.3, BB 最紧渐近速率)
对任意 H ≻ 0 与任意初值 x0: lim sup

k→∞
∥gk∥1/k ≤ c(H) :=

κ− 1

κ+ 1
,

上界由仅激活 λmin, λmax 两端点且两端等能量的对称轨道恰好达到。∀ε > 0, ∃Cε(H) 使
∥gk∥ ≤ Cε(H)(c(H) + ε)k ∥g0∥。

比较:
速率上界 κ→ ∞ 渐进

Li-Sun 2021 1− 1/κ ∼ 1− 1/κ

毕设 (此处) κ−1
κ+1

∼ 1− 2/κ

注意:(κ− 1)/(κ+ 1) 恰好等于最优固定步长梯度法的最坏速率, 揭示 BB 与最优固定步长法的内在联系。
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改进 (B) 的核心 (1/3): 从动力系统视角看 BB

步骤 1: 谱压缩. H 不同特征值 µ1 < · · · < µm, 谱投影 Pi, 块能量 Ek
i := ∥Pigk∥2:

αk =

∑
j Ek−1

j∑
j µjEk−1

j
, Ek+1

i = (1− αkµi)
2Ek

i .

BB 在 Rn 的动力学完全等价于激活谱上的标量递推, 维数从 n 压到 |I| ≤ m.
步骤 2: 归一化与两步动力系统.谱能量归一化 wk

i = Ek
i /

∑
j Ek

j ∈ ∆I,u(w) =
∑
µiwi,φi(z) = (1− µi/u(z))2。状

态 ξk = (wk,wk−1) ∈ ∆2
I :

TI(w, z) =
(φ(z)⊙ w
⟨φ(z),w⟩

, w
)
, rI(w, z) =

√
⟨φ(z),w⟩, ∥gk+1∥ = rI(ξk) ∥gk∥ .

⇒ 1
n log(∥gn∥ / ∥g0∥) = 1

n
∑n−1

k=0 fI(ξk), 渐近速率 ≡ fI 沿轨道时间平均的上极限 ⇒ 遍历优化问题。

步骤 3: 终止态紧化. rI = 0 ⇔ 下一步必终止 (病态分母)。加孤立点 ∂, 紧空间 X̂I = XI ⊔ {∂},T̂I 在 ΣI = {rI = 0}
上送往 ∂ ,̂fI 在该集合上取 −∞, 则 f̂I 上半连续且有上界, 满足 Portmanteau 条件。
下页:步骤 4 (端点恒等式 + 加权 AM-GM) 与步骤 5 (测度 → 轨道), 得到 c(H) = (κ− 1)/(κ+ 1)。
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改进 (B) 的核心 (2/3): 端点恒等式与上下界

步骤 4: 端点恒等式 + 加权 AM-GM.对非空 J ⊂ I, 记 aJ = min J,bJ = max J,cJ = (bJ − aJ)/(bJ + aJ)。显式构
造 HJ(w, z), ψJ(w, z) ≥ 0:

f̂I(x) = log cJ − ψJ(x) + HJ(T̂Ix)− HJ(x)︸ ︷︷ ︸
coboundary

对任意 T̂I-不变测度 ν 积分:∫
f̂I dν = log cJ −

∫
ψJ dν + 0 ≤ log cJ ≤ log cI. 这就是上界。

步骤 5: 从测度回到轨道.经验测度 µN = 1
N
∑N−1

k=0 δT̂k
I ξ
的弱极限 µ 自动 T̂I-不变;Portmanteau (上半连续 + 上

界) ⇒

lim sup
N

1
N log ∥gN∥ ≤

∫
f̂I dµ ≤ log cI.

下界 (尖锐性): 2D 对称轨道: 激活 {a, b}, 两端能量等 ⇒ qk ≡ 1,αk ≡ 2/(a + b),∥gk∥ = c(a, b)k ∥g0∥。c(H) 上界
恰被对称两端轨道实现, 不可改进。
合成:上下界一致 ⇒ lim supk→∞ ∥gk∥1/k ≤ c(H) = (κ− 1)/(κ+ 1), 紧。
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改进 (B) 的核心 (3/3): 遍历优化关键不等式
加权 AM–GM 端点不等式:对 0 < a < b, u ∈ [a, b],

(
u−a

u

) b
a+b

(
b−u

u

) a
a+b ≤ b−a

a+b , 等号⇔ u = (a + b)/2.

证明:令 t = (u − a)/(b − u), 加权 AM-GM 给出 (a + tb)/(a + b) ≥ tb/(a+b), 整理即得。

端点恒等式 (cocycle 分解).在 PJ = {wi, zi > 0, i ∈ J} 上, 显式构造HJ, ψJ ≥ 0:

HJ(w, z) = − bJ
2(aJ+bJ)

log waJ − aJ
2(aJ+bJ)

log wbJ ,

ψJ(w, z) = log cJ − bJ
aJ+bJ

log u(z)−aJ
u(z) − aJ

aJ+bJ
log bJ−u(z)

u(z) ,

则 f̂I(x) = log cJ − ψJ(x) + HJ(T̂Ix)− HJ(x) (coboundary 形式)。
从 cocycle 到上界. Birkhoff 平均 + Poincaré 递归 (HJ ◦ T̂nℓ

I − HJ = o(nℓ)) ⇒
∫

f̂I dν ≤ log cJ ≤ log cI. 等号迫
使 ψJ ≡ 0 + 必要支撑 ⇒ 唯一极大遍历测度 δxI

bad
.

2D 对称轨道的初等理解.激活 {a, b}, gk = xkva + ykvb, qk = x2k/y2k。Cauchy 预热 ⇒ q1 = 1/q0. 递推
qk+1 = qk/q2

k−1 的唯一不动点 q = 1 (对称两端等能量), 给出 α ≡ 2/(a + b), ∥gk∥ = c(a, b)k ∥g0∥. 这就是 c(H)

上界的下界轨道。
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改进 (B): 与 Dai-Liao 范式的关系

两个范式的对照:

Dai-Liao 2002 (本文) 改进 (B) (毕设 §8)

状态空间 梯度分量 dk
i 归一化谱能量 (wk,wk−1) ∈ ∆2

I
工具 分量归纳 + Rayleigh 商 端点恒等式 + 遍历测度极大化
结论 R-线性, 速率 c2 = 2−1/m 紧速率 c(H) = κ−1

κ+1

紧性 不紧 紧 (有下界证据)

同源关系:二者都属于动力系统视角:
▶ 闭锥工具 (改进 A): 紧覆盖把“逐点收敛”升级为定性的“R-线性存在”;
▶ 遍历优化 (改进 B): 遍历测度极大化把“渐近速率”定到精确常数。

对原论文的影响:
▶ Dai-Liao 2002 末尾开放问题 ——“BB 是否优于 SD, 理论上有无明确证据?”⇒ 在最紧渐近速率层面,BB
上界 κ−1

κ+1
等于最优固定步长梯度法的最坏速率, 严格优于一般 SD;

▶ LMSD R-线性包络实验 (毕设 §7.7) 在 κ ∈ {100, 500, 1000} 时拟合 ρ̂ ∈ {0.82, 0.90, 0.94}, 与
c(H) = {0.98, 0.996, 0.998} 同阶, 远低于 1− 1/κ,为紧速率定理提供经验证据。
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参考文献与延伸: 谱梯度法的“家族树”

Barzilai-Borwein 1988
BB 步长 (n = 2)

Raydan 1993
n 维收敛

Molina-Raydan 1996
Q-线性 (κ<2)

Raydan 1997
非单调 + 一般问题

Birgin-Martínez
-Raydan 2000
投影 SPG

Dai-Liao 2002
本文 R-线性

Dai 2013
2D 精细分析

Fletcher 2012
LMSD

Curtis-Guo 2018
LMSD R-linear

Li-Sun 2021
1 − 1/κ 上界

Ferrandi-Hoch. 2025
统一框架

毕设 (2026)
闭锥 & (κ−1)/(κ+1)

Yuan 2026
2D/3D-BB 步长

相关文献: 算法发展Fletcher 2012 / Curtis-Guo 2018 / Ferrandi-Hochstenbach 2025 / Yuan 2026 (2D/3D-BB);
速率改进Li-Sun 2021; 2D 精细分析Dai 2013; 遍历优化Walters 1982 / Jenkinson 2019; 非单调线搜索GLL
1986 / Dai 2002。
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总结

Dai-Liao 2002 的贡献:
▶ 建立 BB 在严格凸二次问题上无条件 R-线性收敛, 去除 Molina-Raydan 1996 的 κ < 2 限制;
▶ 把 Raydan 1993 的定性收敛加强为定量速率;
▶ 开启 LMSD 类方法 R-线性分析的范式 (Curtis-Guo 2018 直接建立在本文之上)。

我的两个个人见解 (来自毕设):
(A) 闭锥连续正齐次映射给 BB 的 R-线性收敛一个 1 页证明, 同时统一覆盖 LMSD、ω-加权

Ritz-sweep 整个家族;
(B) 动力系统 + 遍历优化解决“BB 最紧渐近速率”公开问题:(κ− 1)/(κ+ 1), 严格改进 Li-Sun

2021。

方法论启示:在分析“非单调震荡 + 自适应步长”算法时,
▶ 放缩齐次性 (零次齐次步长)是关键代数结构;
▶ 闭锥状态空间是吸收退化、绕过病态分母的几何技巧;
▶ 遍历测度把“渐近速率”概念精确化为可计算量。

把 BB 法放在动力系统的视角下看,
原本错综复杂的归纳证明, 在闭锥与遍历理论下变得透明而紧致。
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Backup: 常用概念回顾

收敛速率
▶ Q-线性: ∥xk+1 − x∗∥ / ∥xk − x∗∥ ≤ ρ < 1;“Q”

=quotient.
▶ R-线性: ∥xk − x∗∥ ≤ Cρk, 允许震荡;“R”

=root; Q ⇒ R 但反不然。

线性代数

▶ Rayleigh 商: R(v;A) =
vTAv
vTv

∈ [λmin, λmax].
▶ 拟牛顿条件:割线方程 Bk+1sk = yk; BB 取

B = αI 的最小二乘解。

动力系统抽象工具
▶ 闭锥:Ω ⊂ X, 0 ∈ Ω, x ∈ Ω, t ≥ 0 ⇒ tx ∈ Ω,Ω
闭。

▶ 一次正齐次映射: T(tx) = tT(x) 对 t ≥ 0; 放缩
对称性。

▶ 零次齐次:β(tu) = β(u), 如 Rayleigh 商。

遍历理论
▶ 不变测度: ν(T−1A) = ν(A);遍历 ⇔ 不变集测
度 ∈ {0, 1}。

▶ 经验测度:µN = 1
N
∑N−1

k=0 δT̂kx;弱极限 µ 自动
T̂-不变。

▶ Birkhoff 遍历定理:遍历 ν + φ ∈ L1(ν) ⇒
1
n
∑
φ(Tkx) →

∫
φ dν, ν-a.e.

▶ Poincaré 递归:紧空间 + 不变测度 ⇒ ν-a.e.点
是递归的:∃nℓ → ∞,Tnℓx → x.

▶ Portmanteau:µn ⇒ µ + ϕ 上半连续有上界 ⇒
lim supn

∫
ϕ dµn ≤

∫
ϕ dµ.

线搜索
▶ GLL 非单调 (Grippo-Lampariello-Lucidi 1986):

f(xk+1) ≤ max
j≤M

f(xk−j)− γα ∥gk∥2 ,

M-窗口非单调下降。
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