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研究对象与既有结果

考虑无约束优化 minx∈Rn f(x)，xk+1 = xk − αkgk。BB 步长（1988）：

αBB1
k =

sT
k sk

sT
k yk

, sk = xk+1 − xk, yk = gk+1 − gk.

方法链：BB1/BB2 → Fletcher LMSD (2012) → harmonic-LMSD (Curtis–Guo 2018)
→ 最小二乘统一框架 (Ferrandi–Hochstenbach 2025)→ Yuan 2D/3D-BB (2026) 。
文献 算法 历史束假设 ∥gk∥ 速率

Dai–Liao 2002 BB (p=1) 无 R-线性
Fletcher 2012 LMSD 无（声称 ∗） 仅全局收敛
Curtis–Guo 2018 LMSD ∥R−1

k ∥ ≤ ρ∥gk,1∥−1 R-线性（条件性）
Li–Sun 2021 BB (p=1) 无 R-线性，速率 1− 1/κ

本文 ω-Ritz 族 + BB 无 无条件 R-线性 + BB 紧速率 (κ−1)/(κ+1)

∗Fletcher 附录证明存在 Ritz 值极限不连续的漏洞，本文将予以修正。
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LMSD 方法简介（Fletcher 2012）

动机：BB 只用最近一对步长信息（p = 1），数值上常出现“锯齿”。
LMSD = Limited Memory Steepest Descent：把最近 p 步的梯度信息一次性用上，每个
外循环产出 p 个步长。
算法（一个外循环 k）

1. 收集最近 p 个梯度 Gk = [gk,0, . . . , gk,p−1] ∈ Rn×p；
2. QR 分解 Gk = QkRk，定义 p × p 投影矩阵 Tk = RkJR−1

k （Tk 在二次情形下精确等于
H 在 Kp(H, gk,0) 上的Galerkin 投影）；

3. 求 Tk 的 p 个特征值 θ1 < · · · < θp（Ritz 值）；
4. 用 αk,ℓ = 1/θℓ 作为接下来 p 步的步长，迭代 p 次。

要点： (i) p = 1 时退化为 BB；(ii) Ritz 值是 H 在 Krylov 子空间上的特征值近似 ⇒ 自适应
锁定谱信息；(iii) Curtis–Guo 2018 把 ω(t) = 1 替换 ω = t 得 harmonic-LMSD。

本文的 ω-加权族 KTω(H)HKv = θKTω(H)Kv 一次性涵盖整族方法。
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本文六大主要贡献

贡献 1. 独立创造“连续正齐次块映射 + 闭锥状态空间”抽象工具，把“逐点收敛 ⇒
R-线性收敛”写成统一定理；作为副产品给出 BB 方法 R-线性收敛的一个不
同于 Dai–Liao 的简洁证明。

贡献 2. 指出并修正 Fletcher 原文收敛证明的漏洞，借助行列式 + Cauchy–Binet 机
制把结论推广为一族 ω-加权 Ritz-sweep 方法，证明严格凸二次模型上逐点收
敛。

贡献 3. 结合贡献 1 与贡献 2：证明 LMSD、harmonic-LMSD 及整个 ω-族在严格凸二
次模型上无条件 R-线性收敛，去除 Curtis–Guo 的非退化假设。

贡献 4. 把闭锥工具配合扰动估计与 GLL 全接受传递到一般非线性，证明 pD(S)-BB
算法的局部 R-线性收敛。

贡献 5. 系统的数值实验：有限终止、ω-族对比、Curtis–Guo 假设失效轨道、经验包
络拟合等。

贡献 6. 借助终止态紧化与遍历优化工具，对经典 BB1 在严格凸二次问题上给出紧渐
近速率 (κ− 1)/(κ+ 1)，定量改进 Li–Sun 2021 的 1− 1/κ。
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技术路线一览

行列式乘子表示
Cauchy–Binet + 乘子
权重引理 (贡献 2)

闭锥连续正齐次映射原理
(贡献 1)

局部步长扰动估计
(贡献 4)

二次模型逐点收敛
LMSD/harmonic/ω

二次模型无条件
R-线性 (贡献 3)

GLL 最终全接受
Dai 2002

一般非线性局部 R-线性
(贡献 4：主定理)

BB 紧渐近速率
(κ−1)/(κ+1)

(贡献 6：独立延伸)

两层主体 + 一条独立延伸
主体（蓝/绿）是 R-线性提升机制；独立延伸（红）是同一动力系统视角下的平行实现。
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主工具：闭锥连续正齐次映射原理（贡献 1）
核心观察：谱梯度方法的步长函数对整体缩放零次齐次⇒ 块映射 T : Ω → Ω 是连续、一次
正齐次的，且很多谱方法有逐点收敛性质。

引理（论文 Lemma 2.2）
设 Ω ⊂ X 闭锥，T : Ω → Ω 连续、一次正齐次。若 Tk(x) → 0, ∀x ∈ Ω，则存在统一的
C > 0、ρ ∈ (0, 1) 使

∥∥Tk(x)
∥∥ ≤ Cρk ∥x∥，∀x ∈ Ω, k ≥ 0。

证明（论文 §2.2）：关键是把“逐点收敛”用紧覆盖升级为统一“减半步数 N0”。
(i) 紧致 + 局部减半。SΩ := Ω ∩ {∥x∥ = 1} 紧致。 ∀x ∈ SΩ 由 Tk(x) → 0 取 nx 使
∥Tnx(x)∥ < 1/2；由 Tnx 连续，存在 x 在 SΩ 中开邻域 Ux 使

∥Tnx(y)∥ < 1/2, ∀y ∈ Ux.

(ii) 有限覆盖 → 统一 N0。 {Ux}x∈SΩ
取有限子覆盖 Ux1 , . . . ,Uxr，令

N0 := max
1≤i≤r

nxi .

则对每个 y ∈ SΩ，y 落入某 Uxi，从而存在减半步数 m(y) := nxi ∈ {1, . . . ,N0} 使∥∥Tm(y)(y)
∥∥ < 1/2。
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闭锥工具证明（续）

续： (i)(ii) 给出 ∀y ∈ SΩ 的减半步数 m(y) ∈ {1, . . . ,N0}。下面把“减半”推广到整个 Ω。
(iii) 统一 K 界。由 Tj (j ≤ N0) 连续 + SΩ 紧，定义

K := max
{
1, supSΩ

∥T∥ , . . . , supSΩ

∥∥TN0
∥∥} <∞.

由正齐次性，
∥∥Tj(z)

∥∥ ≤ K ∥z∥ 对 z ∈ Ω、0 ≤ j ≤ N0 成立。
(iv) 递归减半。固定 x ̸= 0。递归 z0 := x，zq := Tmq(zq−1)，
mq := m(zq−1/ ∥zq−1∥) ∈ {1, . . . ,N0}。正齐次性 + (ii) ⇒ ∥zq∥ ≤ 1

2 ∥zq−1∥，从
而 ∥zq∥ ≤ 2−q ∥x∥。
(v) 桥接到任意 k。记 sq :=

∑
j≤q mj。对 k ≥ 1 取 p 使 sp ≤ k < sp+1。由 (iii) 及

k − sp < N0， ∥∥Tk(x)
∥∥ =

∥∥Tk−sp(zp)
∥∥ ≤ K ∥zp∥ ≤ K · 2−p ∥x∥ .

由 k < sp+1 ≤ (p + 1)N0 ⇒ p > k/N0 − 1，代回：∥∥Tk(x)
∥∥ ≤ 2K

(
2−1/N0

)k ∥x∥ , C = 2K, ρ = 2−1/N0 ∈ (0, 1). □

副产品：ΩBB={(u, (I−αH)u) : α∈ [1/λn, 1/λ1]} + Raydan 1993 逐点收敛 ⇒ BB 的 R-线性。
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修正 Fletcher 证明与 ω 族逐点收敛（贡献 2）

Fletcher 原证明的关键漏洞：试图从极限向量直接推出每个单个 Ritz 值的渐近位
置，但 Krylov 维数下降时单个 Ritz 值并不连续：取 H = diag(1, 2), p = 2，
qn = (1/n, 1)T/

√
1 + 1/n2 → e2。每个有限 n 两个 Ritz 值恒为 {1, 2}，极限处维数

下降，仅得 2。
本文路径：不追踪单个 Ritz 值，转而控制整个块乘子多项式

Ψu(t) =
p−1∏
ℓ=0

(
1− t

θℓ(u)
)
=

det
(
KTω(H)(H − tI)K

)
det

(
KTω(H)HK

) .

对 Ψu(λr) 用 Cauchy–Binet 展开成非负权重的加权平均 ⇒ 乘子权重引理 ⇒
LMSD、harmonic-LMSD 及整个 ω-加权 Ritz-sweep 族逐点收敛。
所有 ω 族共享同一证明。
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S 型逐点收敛：Ar/Br/Cr 集合归纳（贡献 2）

设置：记 uk := gk,0，标准形下 u(i)
k+2 = Ψk(λi)u(i)

k+1。第一分量：θk,ℓ∈ [λ1, λn] ⇒ u(1)
k → 0。

归纳：设 r > 1 是最小指标使 u(j)
k → 0 (j < r) 但 u(r)

k ̸→ 0，Sε := {k : |u(r)
k | ≥ ε} 无限。Cauchy–Binet 展开给出

Ψk(λr) =

∑
I∈Ip β

(S)
I (uk)ϕ

(r)
I∑

I∈Ip β
(S)
I (uk)

, β
(S)
I = det(VI)

2
∏
i∈I
λiu2

k,i, ϕ
(r)
I =

∏
i∈I

(1−λr/λi).

把 Ip 三分（论文证明核心）：

Ar := {I : r ∈ I}, Br := {I⊂{r+1, . . . , n}}, Cr := {I : r /∈ I, I ∩ {1, . . . , r−1} ̸= ∅}

• Ar: r ∈ I ⇒ ϕ
(r)
I 含因子 (1−λr/λr)=0⇒分子项为 0。

• Br: I 完全在 r 右侧 ⇒ 0 ≤ ϕ
(r)
I ≤ (1−λr/λn)p =: ρr < 1。

• Cr: I 含某 i(I) < r。令 J(I) := (I \ {i(I)}) ∪ {r} ∈ Ar，得 β
(S)
I /β

(S)
J(I) = cI(u(i(I))

k /u(r)
k )2，归纳假设 + |u(r)

k | ≥ ε

⇒ Cr 相对权重 → 0。

结论：乘子权重引理给出 lim supk∈Sε |Ψk(λr)| ≤ ρr < 1，配合粗界 |u(r)
k+2| ≤ Mr|u(r)

k+1| + Fletcher 两步引理 ⇒
u(r)

k → 0，矛盾。 □
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ω 族无条件 R-线性收敛主定理（贡献 3）

秩退化的处理（关键）：状态改为连续两个块端点梯度对 Zk = (gk,0, gk+1,0)，定义相
容块端点闭锥

Ωp =
{
(u, v) : ∃q(t) =

∏p

ℓ=1
(1− αℓt), αℓ ∈

[
1
λn
, 1
λ1

]
, v = q(H)u

}
.

关键观察：精确秩退化 ⇐⇒ 剩余活跃谱已 ≤ p ⇐⇒ 算法有限终止 ⇒ 退化分支可
纳入闭锥边界。

定理（论文 §4.3）
TS

p 是 Ωp 上连续、一次正齐次自映射，(TS
p)

k(Z) → 0。结合贡献 1 引理 2.2 与贡献
2 逐点收敛：

∥∥(TS
p)

k(Z)
∥∥ ≤ Cρk ∥Z∥。对 harmonic-LMSD 与整个 ω-族成立。

对比 Curtis–Guo 2018：他们需 ∥R−1
k ∥ ≤ ρ∥gk,1∥−1，本文把秩退化吸收为闭锥内

部边界，此假设不再必要。
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非线性算法：对称化步长 + GLL 全局化
对称化步长（论文 §5.1）：Bk = ST

k Yk 在非二次情形下不对称，复特征值可能出现。取

Ck := sym(ST
k Yk) =

1
2 (S

T
k Yk + YT

k Sk), Mk := ST
k Sk,

解对称广义特征值问题 Ckz = θMkz，配合秩压缩（删 σ < εrk 的列）、步长截断（[α, α]）、
GLL 非单调线搜索。
为何必须对称化？二次情形 Ck 自动对称（Yk = H∗Sk）；非二次时 sym 保证特征值是实数
且保证特征值对历史数据的局部 Lipschitz 依赖——这是后续扰动估计的关键。
GLL 必要性（论文命题 6.2）：反例 F(x) = φ(x1) + γ

2

∑
i≥2 x2i，预热点位于 span{e1} ⇒ 历

史矩阵秩恒为 1 ⇒ 秩压缩后退化为 BB1，Burdakov–Dai–Huang 2019 的四点循环反例被原
样提升：纯实现可发散。秩压缩 + 截断不足以替代全局化。
全局收敛（命题 6.1，Raydan 1997）：GLL 非单调下降 + 强凸 ⇒ gk → 0，xk → x∗。

(i)对称化⇒特征值-步长对历史的局部 Lipschitz ⇒ 步长扰动可控（引理 6.5 的基础）。
(ii) GLL 全局化⇒ xk → x∗ 打开局部分析入口，Dai 2002 的「最终全接受」让纯实现在尾轨
道上还原。
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贡献 4：局部扰动估计链（论文 §6.3–§6.4）
假设： f 在 x∗ = 0 附近 C2,1，

∥∥∇2f(z)− H∗
∥∥ ≤ L ∥z∥，H∗ ≻ 0。令 ρ := ∥E∥∞。

(1) 二次逼近（引理 6.3，Taylor + L-Lip）：
∥∇f(x)− H∗x∥ ≤ L

2
∥x∥2 , ∥(∇f(x)−∇f(y))− H∗(x−y)∥ ≤ L

2
(∥x∥+ ∥y∥) ∥x−y∥ .

(2) 割线差扰动：R(E) := Yf−Yq = Yf−H∗S，∥R∥ ≤ c1ρ ∥S∥ ⇒ Cf−Cq = sym(STR)，
∥Cf−Cq∥ ≤ c2ρ ∥S∥2。
(3) 一致秩正则性（假设 6.3）：正则尾轨道上 σmin(S) ≥ γSρ, ∥S∥ ≤ cSρ；W := VΛ−1/2，
∥W∥2 ≤ 1/(γSρ)。
(4) 步长扰动（引理 6.4，Weyl 扰动）： |θf

i − θq
i | ≤ c2ρ，|αf

i − αq
i | ≤ ω1(ρ) ↓ 0。

(5) 块映射扰动（引理 6.5）：块内递推 ηf
i+1 = ηf

i − αf
i∇f(ηf

i ) vs. ηq
i+1 = ηq

i − αq
i H∗η

q
i，差分 δi 满足

δi+1 ≤ Mδi + γ(ρ)ρ, δ0 = 0 ⇒

∥Tf(E)− Tq(E)∥∞ ≤ ω(ρ) ∥E∥∞ , ω(ρ) → 0 (ρ ↓ 0).

(6) 块映射 Lipschitz（引理 6.6）：
∥∥∥Tf(E)− Tf(Ẽ)

∥∥∥
∞

≤ LT

∥∥∥E − Ẽ
∥∥∥
∞
（在 Ureg ∩ {ρ ≤ δL} 上）。

(1)(2) Hessian Lipschitz⇒割线矩阵与二次模型偏差 O(ρ)； (3)秩正则让标准化矩阵有控； (4) Weyl 扰动把矩阵
偏差转成步长偏差；(5)块内递推累积步长偏差 ⇒ 块映射偏差 ω(ρ) ∥E∥；(6)Tf 自身 Lipschitz。核心结论：真实
块映射 Tf 是二次块映射 Tq 的 O(ρ) 扰动。
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贡献 4 主定理：局部 R-线性收敛

从扰动估计到 R-线性估计的传递：尾轨道一旦进入 Ureg ∩ {ρ < δ}：
• 引理 6.7 给出

∥∥T N
f −T N

q
∥∥
∞ ≤ ωN(ρ)ρ ⇒ T N

f 是 T N
q 的小扰动；

• 贡献 1 紧子集版本 Prop. 2.5 + 贡献 3 二次 R-线性 ⇒ Tf 在尾轨道紧子集上保持 R-线
性；

• Dai 2002 GLL 全接受（论文 §6.5）：GLL 从某时刻起持续接受全试探步长，与纯实现一
致。

主定理（论文 Thm. 6.11）
设 f 强凸 + 正则假设 6.1–6.2。则 GLL 全局化 pD(S)-BB：

▶ (i) 全局收敛 xk → x∗（Raydan 1997 + GLL 强凸）；
▶ (ii) 尾轨道在 Ureg 内局部 R-线性；
▶ (iii) GLL 从某时刻起持续接受全试探步长（Dai 2002）；
▶ (iv) GLL 全局化与纯实现尾轨道一致，继承同一 R-线性速率。

两层闭环：二次R-线性︸ ︷︷ ︸
贡献 3

+块映射扰动∥Tf−Tq∥=o(ρ)︸ ︷︷ ︸
贡献 4 引理链

+GLL 全接受︸ ︷︷ ︸
Dai 2002

=⇒局部 R-线性.
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实验一：有限终止现象

二维可视化： f(x) = 1
2
(10x21 + x22), x0 = (8, 8)T。

2D(S)-BB 应在 p + n = 4 步内终止，图中清晰可
见。

高维（论文 Tab. 7.1）：
p 迭代数 理论上界 p + n

8 16 16
10 18 18
12 20 20

理论上界 p + n 在 ω(t) = ta, a ∈ {−1, 0, 1} 上一致精确
取到 ⇒ 有限终止定理是正确的。

-6 -4 -2 0 2 4 6 8

x
1

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

x 2

data1
Fixed-step GD
Improved 2D(S)-BB
Initial point
Minimizer

论文图 7.1：2D 二次等高线与 2D(S)-BB 轨迹。
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实验二、三：BB/CG 对比 + Curtis–Guo 假设失效

(实验二) 与 BB1/BB2/CG 对比： (A) 对角对数谱 n=30, κ=500；(B) 稠密 n=20, κ=100。

方法 (A) n=30, κ=500 (B) n=20, κ=100

CG（Krylov 最优基线） 45 21
BB1 / BB2 269 / 272 119 / 111
LMSD (ω≡1, p=4) / harm (ω=t) / 逆权 187 / 222 / 183 88 / 85 / 85
LMSD (p=10) 148 —

观察： p=4 时 LMSD 类比 BB 快约 30%；p=10 再快约 20%；不同 ω 差异小（ω 族统一性印证）。

(实验三) Curtis–Guo 假设沿真实轨道失效（论文 §7.4）：µk := σmin(Gk)/
∥∥gk,0

∥∥，假设 ⇔ supk 1/µk <∞。

块 k σmin(Gk)
∥∥gk,0

∥∥ |A(wk)| 1/µk

1 3.22×10−4 3.56 9 1.10×104

5 3.65×10−4 0.086 9 2.35×102

10 1.70×10−12 8.46×10−4 6 4.97×108

1/µk 从 104 爆破至 4.97×108 ⇒ 贡献 3 去除该假设是必要的。
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实验四、五：R-线性包络 + 自适应 BB 变体对比

(实验四) R-线性包络拟合（论文 §7.7）：
配置 ρ̂ω≡1 1−1/κ

n=30, κ=100, p=4 0.817 0.990
n=30, κ=500, p=4 0.902 0.998
n=30, κ=1000, p=4 0.941 0.999
n=40, κ=1000, p=4 0.956 0.999

108 次拟合： ρ̂ 中位数 ≈ 0.87，全部 ρ̂ ∈ [0.78, 0.96]。
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(a)  n = 30, p = 4, = 500
(t) = 1/t ( = 0.9013)

1 ( = 0.9016)
(t) = t ( = 0.9113)
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(b)  n = 40, p = 4, = 1000
(t) = 1/t ( = 0.9364)

1 ( = 0.9583)
(t) = t ( = 0.9286)

半对数下原始轨迹非单调震荡，上包络近似为直线。

(实验五) 与自适应 BB 变体对比（论文 §7.8）： 5 种谱实例，LMSD 类全胜。
谱 BB1 BB2 ABBmin cyclic-BB LMSD p=4 LMSD p=8 harm p=4

diag κ=100 123 120 108 125 96.6 92.2 94.5
diag κ=1000 397 419 320 389 273 202 294
n=100, κ=1000 424 432 346 407 379 323 369
two-cluster 52.6 50.2 38.7 47.3 40.8 44.4 36.8
low-cluster 110 118 89.8 99.9 65.5 61.4 66.6

LMSD p=8 在 4 行最优；harmonic p=4 在 two-cluster 最优；标准差极小。
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实验六：一般非线性问题与 GLL 必要性

对比基线：BB-Raydan、CG-PR、L-BFGS-m、pD(S)-BB-pure（无 GLL）。
方法 Trig. n=50 Trig. n=100 Ros. n=50 Convex2 n=103

pD(S)-BB-GLL (p=3) 2081 1044 3513 —
pD(S)-BB-GLL (p=5) 1081 858 2713 24
pD(S)-BB-GLL (p=7) 708 676 1827 —
pD(S)-BB-pure (p=5) div† div† — —
BB-Raydan 1461 803 2726 8
CG-PR 1570 2581 1431 14
L-BFGS-5 536 800 574 15

要点：
▶ Trigonometric n=100：p = 7 取 676 略胜 L-BFGS-5 的 800；
▶ 纯实现（无 GLL）在 Trig. 上发散 =⇒ GLL 必要性的实证；
▶ Rosenbrock：BB 类弱于 BFGS，但 pD(S)-BB 在 BB 类中最稳；
▶ Convex 2：可分良态强凸 =⇒ BB-Raydan 8 步即收敛，历史窗口反而劣。

† 超出 Nmax = 10000 仍未达停止准则。Trigonometric n=50 经验包络 ρ̂peaks = 0.9862。
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紧渐近速率：结论与意义

考虑严格凸二次 q(x) = 1
2xTHx − bTx，H ≻ 0。BB1 迭代 xk+1 = xk − αkgk，最速下

降预热 α0 = gT
0 g0/gT

0 Hg0，αk = gT
k−1gk−1/gT

k−1Hgk−1 (k≥1)。
记 c(H) := (κ− 1)/(κ+ 1)，κ = λmax/λmin。

定理（BB 最紧渐近速率，论文 §8.3）
对任意 H ≻ 0、任意初值 x0：lim sup

k→∞
∥gk∥1/k ≤ c(H)，且上界由仅激活 λmin, λmax

两端点的对称轨道恰好达到。
进一步，∀ε > 0 存在 Cε(H) 使 ∥gk∥ ≤ Cε(H)(c(H) + ε)k ∥g0∥。
对比与意义：Dai–Liao 2002 给出 (1− 1/κ)1/n（粗略）、Li–Sun 2021 给出 1− 1/κ；
本文给出理论最紧上界 (κ−1)/(κ+1) 的定量改进，且恰是最优固定步长梯度法的最
坏速率⇒ 解决 BB 方法 R-收敛最佳速率估计的公开问题。
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从 BB 递推到归一化两步块映射（论文 §8.3）

梯度递推：由 gk = H(xk − x∗)，BB1 等价于

gk+1 = (I − αkH)gk, αk =
gT

k−1gk−1

gT
k−1Hgk−1

(上一步 Rayleigh 商倒数).

关键观察 1⃝：αk 依赖 gk−1 ⇒ 真实状态是两步对 (gk, gk−1)——这是要走“两步块映射”的根本。谱

压缩：设 H 的不同特征值 µ1 < · · · < µm，正交谱投影 Pi。激活谱 I := {i : Pig0 ̸= 0}。令谱块能量
Ek

i := ∥Pigk∥2。由 Pigk+1 = (1−αkµi)Pigk 得标量递推（论文引理 8.10）：

αk =

∑
j∈I Ek−1

j∑
j∈I µjEk−1

j
, Ek+1

i = (1− αkµi)
2Ek

i .

含义：BB 在 Rn 的动力学完全等价于激活谱上 |I| 维谱块能量 {Ek
i } 的标量递推。

归一化（消去整体尺度）：wk
i := Ek

i /
∑

j Ek
j ∈ ∆I，u(w) :=

∑
i µiwi，φi(z) := (1− µi/u(z))2；

αk = 1/u(wk−1)。代入并归一化：

wk+1
i =

φi(wk−1)wk
i

⟨φ(wk−1),wk⟩ .

关键观察 2⃝：wk+1 依赖 wk 和 wk−1——自然要用两步对作状态。
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两步块映射 T̂I、率函数 rI 与终止态紧化（论文 §8.3）

两步块状态：ξk := (wk,wk−1) ∈ XI := ∆I ×∆I，ξ0 = (w0,w0)。块映射与率函数的显式公式：

TI(w, z) :=
(

φ(z)⊙w
⟨φ(z),w⟩ , w

)
, rI(w, z) :=

√
⟨φ(z),w⟩.

加性公式（fI := log rI）：未终止时 ξk+1 = TI(ξk)、∥gk+1∥ = rI(ξk) ∥gk∥ ⇒

1
n log ∥gn∥

∥g0∥ = 1
n

n−1∑
k=0

fI(ξk).

核心转化：BB 渐近速率 完全等价于 fI 沿轨道时间平均的上极限——将渐进速率紧上界转
化为遍历优化问题。
终止态紧化： rI = 0 ⇔ 下一步终止。引入孤立点 ∂，紧空间 X̂I := XI ⊔ {∂}；T̂I 在
ΣI := {rI = 0} 上送往 ∂；f̂I 在 ΣI ∪ {∂} 取 −∞。
结果： f̂I 上半连续且有上界（f̂I ≤ 0），T̂I : X̂I → X̂I 良定但不连续（仅在 D(T̂I) ⊆ ΣI ∪ {∂}
上跳跃，且与 f̂I = −∞ 集重合）。
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端点恒等式：HJ 与 ψJ 的显式构造（论文 §8.3）

动机：要从加性公式 1
n
∑

fI(ξk) 得到对每个不变测度 ν 的上界
∫

f̂I dν ≤ log cI，需要把 fI 表达为” 临
界斜率 + 可消去项 + 非负缺陷” 的形式。
记号：对每个非空 J ⊂ I，aJ := min J，bJ := max J，cJ := bJ−aJ

bJ+aJ
。

注意 cJ ≤ cI =
κ−1
κ+1
（|J| = |I| 时取等）。

引理（端点恒等式，论文 §8.3.5）
显式构造

HJ(w, z) := − bJ
2(aJ+bJ)

log waJ −
aJ

2(aJ+bJ)
log wbJ ,

ψJ(w, z) := log cJ − bJ
aJ+bJ

log u(z)−aJ
u(z) − aJ

aJ+bJ
log bJ−u(z)

u(z) ,

（其中 u(z) =
∑

i∈I µizi）。则 ψJ ≥ 0（等号 ⇔ u(z) = aJ+bJ
2
，由加权 AM–GM）且

f̂I(x) = log cJ − ψJ(x) + HJ(T̂Ix)− HJ(x)︸ ︷︷ ︸
coboundary

.

对 ν 积分：
∫

f̂I dν = log cJ −
∫
ψJ dν + 0 ≤ log cJ ≤ log cI。这就是上界。
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从遍历优化到轨道：证明概要

记 β̂I = sup
{∫

f̂Idν : ν 为T̂I-不变 Borel 概率测度
}
——一个遍历优化问题。

定理（最优常数，论文 §8.3.5）
设 |I| ≥ 2。则 β̂I = log cI，且唯一极大遍历测度是对称两端 Dirac δxI

bad
，

xI
bad = (12eaI +

1
2ebI ,

1
2eaI +

1
2ebI)。

证明概要（Birkhoff + Poincaré + Portmanteau）：沿端点恒等式求和取 Birkhoff
平均，Poincaré 递归使边界项 HJ(T̂nℓ

I x)− HJ(x) = o(nℓ)，得∫
f̂Idν = log cJ −

∫
ψJdν ≤ log cJ ≤ log cI。等号迫使 ψJ ≡ 0 ⇒ 对称两端 Dirac。

从测度回到轨道：经验测度 µNj ⇒ µ 的弱极限 + 经验测度不变性引理 ⇒ µ 是
T̂I-不变 ⇒ Portmanteau 给出 lim sup 1

N log ∥gN∥ ≤
∫

f̂Idµ ≤ log cI。

与第 2 章关系：闭锥用紧覆盖把逐点 → 速率；本节用遍历测度极大化把速率定到
精确常数。同源，后者更定量。
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总结与展望

两类提升范式：
(i) 全局——闭锥 Ω + 连续正齐次 T + 逐点收敛 ⇒ 全局 R-线性（覆盖 BB、LMSD、
harmonic-LMSD、cyclic-BB、ω-族）；
(ii) 局部——紧集尾轨道 + 扰动估计 + GLL 全接受 ⇒ 局部 R-线性（一般非线性）。

动力系统视角的两个角度：定性的速率存在（闭锥工具，第 2 章）与定量的精确速率（终
止态紧化 + 遍历优化，第 8 章）；(κ− 1)/(κ+ 1) 是后者的具体证据。

后续可推进方向： (i) 工程实现（删列、重启、变 p）的统一齐次块映射形式化；(ii) ω-族的
局部 R-线性；(iii) 把终止态紧化 + 端点恒等式范式推广到 BB2、cyclic-BB、ω-族；(iv) 紧
速率定理是否可去掉 ε。

把谱梯度法整个家族放进同一证明范式（齐次块映射），
并通过遍历理论给出 BB 的最优渐进速率——这是动力系统视角的两个成果。
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总结与展望

1. A determinantal multiplier framework for
limited-memory steepest descent and weighted
Ritz-sweep gradient methods.
内容：行列式比 + Cauchy–Binet 展开 ⇒
LMSD/harm-LMSD/ω-族逐点收敛；修正 Fletcher
2012 漏洞。
对应章节：第 3 章 + §4.1–§4.4
目标期刊：IMA J. Numer. Anal.

3. Symmetrized fixed-memory spectral gradient
methods with rank compression and GLL
globalization.
内容：对称化步长 + 秩压缩 + GLL 检测；一般非线
性局部 R-线性主定理。
对应章节：第 5–6 章 + §7 第二部分
目标期刊：SIAM J. Optim.

2. A closed-cone homogeneous mapping framework
and unconditional R-linear convergence of
fixed-memory spectral gradient methods.
内容：闭锥连续正齐次自映射 + 逐点收敛 ⇒ 无条件
R-线性；BB 作 p = 1 实例，重证 Dai–Liao 2002。
对应章节：第 2 章 + §4.5–§4.7
目标期刊：Math. Program.

4. A termination-state framework for the classical
Barzilai–Borwein method: sharp asymptotic rate on
strictly convex quadratics.
内容：终止状态紧化 + 端点 cocycle 不等式 + 遍历优
化；BB 紧收敛率 (κ−1)/(κ+1)，改进 Li–Sun 2021
的 1− 1/κ。
对应章节：第 8 章
目标期刊：Found. Comput. Math.

综述：A unified spectral state-space view of limited-memory steepest descent and the Barzilai–Borwein
method.
内容：提炼三条可迁移设计原则——加权端点不等式、闭锥状态空间、齐次提升。
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Backup A：BB 紧速率证明的关键技术细节

加权端点不等式（论文 §8.3 引理）：对 0 < a < b 与 u ∈ [a, b]，(u − a
u

) b
a+b

(b − u
u

) a
a+b ≤ b − a

a + b = c(a, b),

等号当且仅当 u = (a + b)/2。证明：令 t = (u − a)/(b − u)，对 {1, t} 取权重 (a/(a + b), b/(a + b))
的加权 AM–GM 即得。
端点恒等式中 HJ, ψJ 的形式：

HJ(w, z) = − bJ
2(aJ+bJ)

log waJ −
aJ

2(aJ+bJ)
log wbJ ,

ψJ(w, z) = log cJ − bJ
aJ+bJ

log u(z)−aJ
u(z) − aJ

aJ+bJ
log bJ−u(z)

u(z) .

在 PJ = {(w, z) : wi, zi > 0, ∀i ∈ J} 上：直接代入 TI 的显式形式 w+
a = (u−a)2

u2r2I
wa，w+

b = (b−u)2
u2r2I

wb，

计算 HJ(T̂Ix)− HJ(x) 即得 f̂I = log cJ − ψJ + HJ ◦ T̂I − HJ。
周期轨道初等证明（论文 §8.3）：对精确 p-周期轨道 ξ(0), . . . , ξ(p−1)，沿周期乘起
|
∏
(1− µi/νℓ)| = ρp ⇒ 取端点 µ± 并对 F,G 用加权几何均值 + 加权端点不等式 ⇒ ρ ≤ cI。等号迫

使 ξ(j) ≡ xI
bad。这是最优常数定理的初等特例。
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Backup B：二维坏轨道与速率下界

设激活谱 {a, b}，0 < a < b。把 gk 写成 gk = xkva + ykvb，定义 qk = x2k/y2k。
命题（论文 §8.3）：最速下降预热使

qk+1 = qk/q2
k−1 (k ≥ 1), q1 = 1/q0.

对称轨道（q0 = 1）：则 qk ≡ 1，αk ≡ 2/(a + b)，gk = c(a, b)k(x0va + (−1)ky0vb)，
∥gk∥ = c(a, b)k ∥g0∥，c(a, b) = (b − a)/(b + a)。
这给出最优常数的下界（论文 §8.3 推论）：把 H ≻ 0 的初值仅激活在 λmin, λmax 两端点且两端等能
量⇒∥gk∥ = c(H)k ∥g0∥。
不稳定性：令 νk = log qk，递推变成 νk+1 = νk − 2νk−1，特征方程 r2 − r + 2 = 0 的根模为√
2 > 1⇒除 q0 = 1 外 |νk| 以

√
2

k
量级振荡发散。Dai 2013 据此证明至多三步内必出现一次超线性

步。
结论： xI

bad 是 T̂I 在射影意义下唯一不动点，且动力学上不稳定——与最优常数定理（测度层面唯一
性）吻合。
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Backup C：闭锥工具的紧子集局部化版本

对一般非线性问题，归一化轨道未必停留在整个闭锥，但可能停留在某紧子集中。

命题（论文 Prop. 2.5）
设 Ω 为开锥，T : Ω ∪ {0} → Ω ∪ {0} 连续正齐次，K ⊂ Ω ∩ S 紧。若

▶ (i) z ∈ K, T(z) ̸= 0 =⇒ T(z)/ ∥T(z)∥ ∈ K；
▶ (ii) 对每个 z ∈ K 都有 Tk(z) → 0，

则在锥 cone(K) 上有
∥∥Tk(x)

∥∥ ≤ CKρ
k
K ∥x∥.

两条工具的分工：
▶ Lemma 2.3（闭锥版本）→严格凸二次精确模型（贡献 3）；
▶ Prop. 2.5（紧子集版本）→一般非线性局部分析（贡献 4）。

第 8 章紧速率证明与第 2 章工具的关系：二者同属动力系统视角下的不同实现。
▶ 第 2 章在闭锥上用紧覆盖把“逐点收敛”自动升级为“统一有限步收缩”；
▶ 第 8 章在终止态紧空间上用端点恒等式 + 遍历测度极大化把最坏渐近速率确定到精确常数

c(H)。
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Backup D：基础概念回顾（术语对照）

术语 定义

R-线性收敛 存在 C > 0, ρ ∈ (0, 1)使 ∥xk − x∗∥ ≤ Cρk；同等价于 lim sup ∥xk − x∗∥1/k ≤ ρ < 1。
R 表示 root（开根号）。

Krylov 子空间 & Ritz 值 Kp(H, g) = span{g,Hg, . . . ,Hp−1g}。H 在 Kp 上的 Galerkin 投影的 p 个特征值即
Ritz 值，是 H 谱的最优有限维近似。

harmonic Ritz 用 ω(t) = t 加权的变形：KTH2Kv = θKTHKv。比标准 Ritz 更能锁定 H 的小特征
值。

ω-加权 Ritz 一般正权重 ω(t) > 0：广义特征问题 KTω(H)HKv = θKTω(H)Kv。ω ≡ 1 得标准
LMSD；ω(t) = t 得 harmonic-LMSD。

GLL 非单调线搜索 Grippo–Lampariello–Lucidi 1986：接受步长当且仅当 f(xk+1) ≤ max0≤j≤M f(xk−j)−
γα ∥gk∥2，即与最近 M + 1 步的最大值比，而非单步严格下降。

闭锥 / 一次正齐次 Ω ⊂ X 闭锥：x ∈ Ω, t ≥ 0 ⇒ tx ∈ Ω。T : Ω → Ω 一次正齐次：T(tx) = tT(x) 对
t ≥ 0 成立。是放缩对称性的代数形式。

Birkhoff 遍历定理 保测系统 (X,T, µ) + f ∈ L1(µ)：µ-a.e. 有 limn 1
n
∑n−1

k=0 f(Tkx) = E[f|I]。轨道平均
→ 不变 σ-代数的条件期望。

Poincaré + Portman-
teau

Poincaré 回复：保测系统中 µ-a.e. 点无限次回到任一正测集；Portmanteau：µn ⇀ µ
的若干等价刻画（USC 上极限不等式、闭集上半连续等）。

背景与贡献 闭锥工具 ω 族 局部 R-线性 数值实验 BB 紧速率 总结与展望 Backup 谱梯度法收敛理论与 BB 紧速率 杨书泰 37/40



Backup E：主要参考文献
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▶ Fletcher. A limited memory steepest descent method. Math. Program., 2012.
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▶ Li, Sun. On a faster R-linear convergence rate of the BB method. arXiv:2101.00205, 2021.
▶ Huang, Dai, Liu, Zhang. On the asymptotic convergence and acceleration of gradient methods.

J. Sci. Comput., 2022.
▶ Ferrandi, Hochstenbach. Limited memory gradient methods. Numer. Algorithms, 2025.
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▶ Jenkinson. Ergodic optimization in dynamical systems. Ergodic Theory Dynam. Systems, 2019.
▶ 袁亚湘. 梯度法步长基于子空间逼近的选取. 待刊稿, 2026.
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Backup F：四篇技术论文 + 综述

1. A determinantal multiplier framework for
limited-memory steepest descent and weighted
Ritz-sweep gradient methods.
内容：行列式比 + Cauchy–Binet 展开 ⇒
LMSD/harm-LMSD/ω-族逐点收敛；修正 Fletcher
2012 漏洞。
对应章节：第 3 章 + §4.1–§4.4
目标期刊：IMA J. Numer. Anal.

3. Symmetrized fixed-memory spectral gradient
methods with rank compression and GLL
globalization.
内容：对称化步长 + 秩压缩 + GLL 检测；一般非线
性局部 R-线性主定理。
对应章节：第 5–6 章 + §7 第二部分
目标期刊：SIAM J. Optim.

2. A closed-cone homogeneous mapping framework
and unconditional R-linear convergence of
fixed-memory spectral gradient methods.
内容：闭锥连续正齐次自映射 + 逐点收敛 ⇒ 无条件
R-线性；BB 作 p = 1 实例，重证 Dai–Liao 2002。
对应章节：第 2 章 + §4.5–§4.7
目标期刊：Math. Program.

4. A termination-state framework for the classical
Barzilai–Borwein method: sharp asymptotic rate on
strictly convex quadratics.
内容：终止状态紧化 + 端点 cocycle 不等式 + 遍历优
化；BB 紧收敛率 (κ−1)/(κ+1)，改进 Li–Sun 2021
的 1− 1/κ。
对应章节：第 8 章
目标期刊：Found. Comput. Math.

综述：A unified spectral state-space view of limited-memory steepest descent and the Barzilai–Borwein
method.
内容：提炼三条可迁移设计原则——加权端点不等式、闭锥状态空间、齐次提升。
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Backup G：四篇技术论文与目标期刊

编号 论文主要内容 目标期刊

1 修正 Fletcher 2012 + LMSD/ω-族逐点收敛 IMA J. Numer. Anal.
2 闭锥抽象工具 + 无条件 R-线性 Math. Program.
3 对称化 pD-BB + GLL 全局化 + 非线性局部 R-线性 SIAM J. Optim.
4 BB 尖锐渐近率 (κ−1)/(κ+1) Found. Comput. Math.

综述 谱状态空间统一观点 + 一些 open problems --
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